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SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES DE NAVIER-STOKES EM
UM CANAL-TIPO ESTENOSE USANDO METODOS COMPACTOS
E NAO COMPACTOS DE ALTA ORDEM

Autora: KATIA PRADO FERNANDES
Orientador: Prof. Dr. PAULO FERNANDO DE ARRUDA MANCERA

RESUMO

Considera-se a construcao de métodos compacto e nao compacto de quarta
ordem para resolver numericamente as equagoes de Navier-Stokes na formulagao
funcao corrente em uma malha uniforme. Aplica-se esses métodos de alta ordem
em um canal-tipo estenose e o conjunto das equacoes nao lineares resultantes da
discretizacao é resolvido pelo método de Newton. Erros RMS e maximo, bem como

linhas de corrente sao apresentados.

Palavras-Chave: Equagoes de Navier-Stokes; Diferengas Finitas; Métodos

Compactos; Métodos nao Compactos.



NUMERICAL SOLUTION OF THE NAVIER-STOKES EQUATIONS
USING COMPACT AND WIDE SCHEMES THROUGH A STENOSIS
CHANNEL-TYPE
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SUMMARY

This work considers the development of compact and wide fourth-order
schemes for solving the Navier-Stokes equations in the streamfunction formulation
on a uniform grid. These high order schemes are applied in a stenosis channel-type
and the set of nonlinear equations resulting from the discretization is solved by
Newton’s method. The RMS and maximum errors, and also the streamlines are

shown.

Key Words: Navier-Stokes Equations; Finite Difference; Compact
Scheme; Wide Scheme.



1 INTRODUCAO

No decorrer deste capitulo, encontra-se uma visao geral de aterosclerose
e ilustra-se os estudos de alguns pesquisadores que desenvolveram métodos de alta
ordem para as equacgoes de Navier-Stokes utilizando diferencas centrais de quarta

ordem.

1.1 Introducao Biolégica

A doenca da artéria coronaria e o acidente vascular cerebral sao mani-
festagoes clinicas da aterosclerose (McKay et al., 2005; Murray & Lopez, 1997) e sao
alvo de iniimeras pesquisas. Nesse trabalho tem-se como motivagao biolégica o pro-
blema da aterosclerose cuja a geometria utilizada assemelha-se a um fluxo sanguineo
passando por um canal com uma oclusao local. Todavia, realizou-se apenas o desen-
volvimento e estudo de um método numérico.

A aterosclerose é a causa mais comum de morte nos Estados Unidos,
grande parte da Europa e em partes da Asia (Ibragimov et al., 2007; Mercer et al.,
2007; Ross, 1999). De acordo com Mackay & Mensah (2004) ha uma estimativa de
que 17,5 milhoes de pessoas morreram de doencas cardiovasculares em 2005, represen-
tando 30% de todas as mortes no mundo. Segundo Libby (2002), é preocupante saber
que muitos jovens, com menos de 20 anos, ja tém placas de gordura em formacao nos
seus vasos sanguineos. A Organizacao Mundial da Satide (OMS) preve que neste ano
de 2010 as doengas cardiovasculares junto com o cancer sejam as principais causas de
morte em todos os paises em desenvolvimento (World Health Organization, 2002).

Fazendo um retrospecto, a urbanizagao ocorrida no século XX nos
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paises desenvolvidos e, também no Brasil, trouxe alguns problemas, como por exem-
plo, a diminui¢do na prética de atividades fisicas (UOL Boa Satide, 2002). Entre-
tanto, varios dados epidemiol6gicos (Matsudo et al., 2001) comprovam a importancia
da atividade fisica regular para a saide humana. Segundo Godoy (1997), as facilida-
des proporcionadas pelo avanco tecnologico levam as pessoas a terem uma vida mais
sedentaria, dificultando o interesse pelas praticas de atividades fisicas regulares.

No Brasil, a cada ano, 20 mil jovens sao acometidos por acidente vas-
cular cerebral (AVC) (Lopes, 2009), pois uma grande parte dos jovens adota um
estilo de vida “nao saudavel” podendo sofrer de aterosclerose, que até entao era co-
mumente associada as pessoas mais velhas (Lopes, 2009). De acordo com Elia Faria
Evaristo, “a adocao de habitos saudaveis é tao importante que poderia evitar pelo
menos 30% dos casos de aterosclerose” (Lopes, 2009).

Estudos identificaram que alguns individuos tém uma maior propensao
ao desenvolvimento da doenca. Estas pessoas apresentam os fatores classicos de risco
para aterosclerose, como o tabagismo, a inatividade fisica e a dieta alta em colesterol
(LDL), que sao as principais causas da aterosclerose (Emedix, 2008; McKay et al.,
2005; Mercer et al., 2007).

Resultados de diversas pesquisas apontam enormes avancos na iden-
tificacao dos fatores que envolvem o processo da aterosclerose. Entretanto, a des-
coberta de qual desses fatores é dominante é a chave para um diagnéstico precoce,

facilitando assim o tratamento da doenga (McKay et al., 2005).

1.2 Motivacao Bioldgica para o Problema Proposto

Durante décadas muitos pesquisadores descreveram a aterosclerose
como sendo o acumulo gradativo de gordura nas paredes das artérias, afirmando
que o acumulo de gordura “rompe” a artéria, e entao ocorre ataque cardiaco ou AVC
(Fioravante, 2009; Huang et al., 1995; McKay et al., 2005).

Atualmente, sabe-se que a aterosclerose é um processo inflamatério

cronico, identificado como uma doenga na parede interna da artéria (intima) e um
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processo alimentado pela inflamacao (Fioravante, 2009; McKay et al., 2005; Libby,
2002). De acordo com McKay et al. (2005), a inflamagao na intima pode ser de-
sencadeada pelo excesso de um tipo de gordura no sangue, a lipoproteina de baixa
densidade (LDL), conhecida popularmente como “colesterol ruim”, que se deposita
na intima, formando uma placa necrética, selando o fluxo sanguineo por uma capa
fibrosa. Desta forma, para que ocorra um ataque cardiaco ou um acidente vascular
é necessario haver uma grande concentracao de coagulos na capa fiborosa, levando
assim a ruptura dessa capa.

Segundo Fioravante (2009), pode-se acompanhar como inicia-se a in-
flamacao de uma artéria, processo esse que impede a passagem da corrente sanguinea,
ou seja, o LDL, representado pelas esferas de cor verde (ver Figura 1(a)), penetra na
intima, fixando-se no interior dessa camada, e entao passa por uma reacao quimica
conhecida como oxidacao. Pela oxidagao, as células de defesa do sangue (esferas
azuis) que foram atraidas para a intima, levam a um processo inflamatério (ver
Figura 1(b)). Na parede da artéria comegam a ser depositadas células sanguineas
mortas que levam a obstrugao do fluxo sanguineo (ver Figura 1(c)). Conhecidas como
ateromas, as células mortas (Figura 1(d)) podem vir a prejudicar o funcionamento
de orgaos vitais, como o coragao, causando infarto, ou o cérebro, provocando um
AVC.

Na Europa, foi desenvolvido pela agéncia reguladora de remédios
(EMEA) a primeira prétese que evita a formacao de codgulos no coragao, com pre-
visao de chegar ao Brasil até o final de 2010 (Lopes, 2009).

Ja no Brasil, hd muitas pesquisas em aterosclerose, destacando-se os
estudos realizados pelo Instituto do Coracao (Incor) em parceria com universidades e
com alguns laboratérios farmaceéuticos. Citou-se muitos fatores de risco classicos para
o desenvolvimento da doenga, entretanto, um estudo realizado pelo Incor (Pereira,
2005) verificou que muitos pacientes nao apresentaram os tais fatores de risco da

doenga.
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feccao

(c) formagao da placa de gor- (d) Dbloqueio do  fluxo

dura sanguineo

Figura 1: Desenvolvimento da aterosclerose.
Fonte: Fioravante, C., Revista Fapesp, 2009.

Acreditou-se por muito tempo que quanto mais elevado o nivel de coles-
terol no sangue, maior seria o acimulo de gordura na parede das artérias coronérias,
sendo o colesterol decisivo na formacao da placa. Mas, estudos recentes encontra-
ram um outro fator importante nesse processo, uma proteina encontrada no sangue
chamada homocisteina, que em quantidades elevadas comprometem as artérias co-
rondrias (Fioravante, 2009; Ross, 1999). Esse aumento da proteina altera o endotélio,
lesando os vasos sanguineos e provocando uma inflamacao, que favorece a formagcao
das placas de gordura (Pereira, 2005). Com isso, espera-se que mesmo as pessoas
nao apresentando fatores de risco classicos, verifiquem periodicamente, através de
exames clinicos, as taxas de homocisteina para que nao se agrave a doenca da artéria
coronaria.

As pesquisas realizadas apontam que é importante investigar o com-
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portamento do fluxo sanguineo nas regioes lesionadas para que seja possivel discutir
os varios fatores da aterosclerose. A andlise do escoamento permite a comparacao
da area lesionada com uma &area saudavel, possibilitando um diagnéstico através da
andlise de distirbios na velocidade do fluxo (Carvalho, 1998). Neste sentido, deseja-
se investigar o quanto o processo inflamatério altera a passagem do sangue, ja que
a gravidade da doenca depende tanto do local atingido, quanto do ntiimero de vasos
que foram comprometidos pela falta de irrigagdo sanguinea (Lopes, 2009).

Nestes tltimos anos, varios modelos matematicos para o problema da
aterosclerose tém sido propostos (ver Perktold & Rappitsch (1995); Gijsen et al.
(1999); McKay et al. (2005); Arab-Ghanbari et al. (2009)). O trabalho de McKay
et al. (2005) tem como objetivo o desenvolvimento de um modelo matematico que
venha a apresentar informacoes de quais sao os fatores dominantes para o desenvol-
vimento da aterosclerose. Algumas suposicoes foram feitas no modelo, dentre elas,
supuseram que o sangue se comporta como um fluido Newtoniano e para obter a
velocidade desse fluido fizeram uso das equacgoes de Navier-Stokes. Arab-Ghanbari
et al. (2009) consideraram como objeto de estudo o problema de uma artéria com
trombose e também fizeram uso das equagoes de Navier-Stokes para resolucao desse
problema. Trés modelos com diferentes niveis de oclusao foram considerados e os
resultados apontaram que o aumento da regiao lesionada influencia na recirculacao
gerando um aumento na tensao de cisalhamento.

Devido a complexidade de relacionar o problema 3D da geometria re-
presentada pela Figura 1 com as condi¢oes de escoamento observadas clinicamente,
bem como, a construcao de métodos numéricos de alta ordem, simplificou-se o pro-
blema considerando-se um canal tipo estenose retangular (ver Figura 2), que é um
modelo simplificado em 2D para problemas de obstrucao de artérias e sera resolvido

via equagoes de Navier-Stokes na formulagao fungao corrente.
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Figura 2: Canal com uma oclusao.

1.3 Métodos Numéricos de Alta Ordem

Nas ultimas décadas nota-se o desenvolvimento dos métodos de dife-
rencas finitas para resolver as equagcoes de Navier-Stokes, tanto em varidveis primi-
tivas, quanto na formulacao funcao corrente-vorticidade. E usual na literatura en-
contrar trabalhos que aplicam métodos de diferencas finitas, em especial diferencas
centrais de segunda ordem, para resolver problemas de fluxo de fluidos. Gupta &
Manohar (1980) é um exemplo desses trabalhos, em que escolheram como modelo o
problema da cavidade e compararam a solucao numérica obtida com dois métodos
de diferengas finitas, os métodos upwind e central de segunda ordem, aplicados na
resolucao das equagoes de Navier-Stokes.

Nas tultimas décadas, muitos pesquisadores examinaram um grande
numero de métodos de diferencas finitas e descobriram que embora as aproximagcoes
de diferenca central tenham precisao de segunda ordem elas podem apresentar os-
cilagbes nao fisicas e/ou instabilidade computacional (ver Gupta (1991); Li et al.
(1995); Mancera (2003)).

E possivel obter métodos numéricos de alta ordem para as equagoes
de Navier-Stokes. Esses métodos numéricos com precisao maior que dois podem
ser classificados em duas categorias, sendo eles, métodos compactos e métodos nao
compactos (ver Mancera (2003); Mancera & Hunt (2006a); Shah et al. (2009)). Os

métodos nao compacto sao obtidos discretizando as equacgoes de Navier-Stokes por
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diferenca central de quarta ordem e os métodos compactos sao construidos sem a
necessidade de utilizar condigoes de fronteira extras para a sua aplicacdo, quando
considera-se a formulacao fungao corrente-vorticidade.

Métodos de diferencas finitas de alta ordem do tipo compacto para as
equacoes de Navier-Stokes na formulacao funcao corrente-vorticidade sao computaci-
onalmente eficientes e estaveis e as solugoes numéricas obtidas sao altamente precisas
(ver Gupta (1991); Li et al. (1995)). Esses métodos tém como atrativo molécula com-
putacional pequena utilizando os oito pontos vizinhos mais préximos do ponto central
dessa molécula, enquanto os métodos do tipo nao compacto resultam em moléculas
computacionais enormes.

Em diversos trabalhos encontra-se o desenvolvimento de um método
compacto 3 X 3 para as equacoes de Navier-Stokes na formulagao fungao corrente-
vorticidade (ver Dennis & Hudson (1989); Gupta (1991)). Entretanto, o trabalho
aqui proposto analisa um método compacto de quarta ordem 5 x 5 na formulacao
fungao corrente. A escolha pela formulacao fungao corrente tem como atrativo a
atribuicao de condicoes de fronteira apenas para a fungao corrente, sem o uso da
vorticidade.

A formulacao funcao corrente-vorticidade é uma outra forma alterna-
tiva e simplificada de escrever as equacoes de Navier-Stokes. Também é dita uma
formulagao nao primitiva, ja que reduz o nimero de incégnitas, ou seja, as compo-
nentes da velocidade e a pressdo em razao das defini¢oes de novas variaveis (Maliska,
1995; Pandit et al., 2007). Essa formulacao também apresenta algumas dificulda-
des relacionadas as condigoes de fronteira, pois para a vorticidade nao h& nenhuma
condicao de fronteira definida, entretanto, para a funcao corrente ha duas condic¢oes
(Napolitano et al., 1999; Fortuna, 2000). Segundo Maliska (1995), a formulagao
funcao corrente-vorticidade sé se aplica a problemas bidimensionais. Acredita-se
que a nao utilizacao da formulagao para o caso tridimensional possa estar associada
a calculos extensos, ja que a formulacao pode ser usada em trés dimensoes e para este

caso, a vorticidade tem trés componentes e a funcao corrente deve ser substituida
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por um vetor também de trés componentes (Fletcher, 1991).

Os trabalhos de Dennis & Hudson (1989); Gupta (1991); Wittkopf
(1994); Li et al. (1995); Spotz & Carey (1995); Mancera (1996, 2003); Mancera
& Hunt (2006a) fazem uso da formulacao funcdo corrente-vorticidade. Dennis &
Hudson (1989) exibem a obtencao de métodos compactos de alta ordem e ilustram
a técnica em que os coeficientes exponenciais das aproximagoes de quarta ordem sao
expressados em poténcias de seus argumentos. Os resultados sao apresentados para
quatro diferentes problemas, entre eles, o problema da cavidade, mostrando uma
excelente precisao dos métodos quando aplicados nesses problemas.

No trabalho de Gupta (1991) desenvolveu-se aproximagoes de alta or-
dem para as equagoes de Navier-Stokes. O problema estudado é o da cavidade.
Gupta (1991) também afirma em seu artigo que Dennis & Hudson (1989) redes-
cobriram o seu método compacto 3 X 3. Na tentativa de melhorar a precisao do
trabalho proposto por Gupta (1991), Altas & Burrage (1994) propuseram um termo
de correcao na aproximacao da derivada, através de técnicas multgrid.

Li et al. (1995) construiram um método compacto para a formulacao
funcao corrente-vorticidade para as equacoes de Navier-Stokes, estacionarias, bidi-
mensionais. O ponto chave deste trabalho esta relacionado com o fato de ser “genui-
namente compacto”, pois todas as aproximacoes estao baseadas na molécula 3 x 3.
Para as condicoes de fronteira, considerou-se duas condigoes para a fungao corrente e
nenhuma para a vorticidade e discutiu-se nesse trabalho o fato de que ao especificar
a vorticidade na fronteira pode-se perder a realidade fisica do problema. Mas, em
Spotz & Carey (1995) mostra-se que usar a vorticidade na fronteira é equivalente a
técnica usada por (Li et al., 1995).

Os trabalhos de Gupta (1991); Li et al. (1995); Spotz & Carey (1995),
em malhas uniformes, apresentaram resultados para o problema da cavidade, uti-
lizando seus métodos compactos de quarta ordem para resolver as equagoes de
Navier-Stokes na formulacao fungao corrente-vorticidade. Esses trabalhos diferem

nas manipulacgoes das condicoes de fronteira de nao deslizamento e nas manipulagoes
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algébricas com as expressoes de diferencas finitas. Os trés trabalhos desenvolveram
aproximacoes compactas de quarta ordem para as componentes da velocidade e ve-
rificaram que os erros para os métodos compactos de quarta ordem sao menores do
que os erros do método de diferenca central de segunda ordem e para os problemas
com solucao analitica conhecida a ordem numérica é aproximadamente quatro.

Em Spotz (1998) foram comparadas entre si as diferentes condigoes de
fronteira usadas por Gupta (1991), Li et al. (1995) e Spotz & Carey (1995) sendo
respectivamente, a férmula de Jensen de O(h?) e sua reformulacao de O(h?), o método
da fronteira computacional e as formulagoes compactas de O(h?) e O(h?). Apés essas
comparacoes foram propostas novas condicoes de fronteira para os trabalhos, sendo
elas, uma férmula de Jensen de O(h*) e uma formulacio compacta de quarta ordem
que inclui correcoes para os métodos upwind e de alta ordem.

Apés alguns anos, Li & Tang (2001) deram continuidade ao trabalho
de Li et al. (1995) apresentando solugoes para as equagdes de Navier-Stokes para
problemas dependentes do tempo. Spotz & Carey (2001) estenderam o método pro-
posto em Spotz & Carey (1995), porém agora para o caso de problemas dependentes
do tempo. E & Liu (1996) desenvolveram um método de diferengas finitas com pre-
cisao de quarta ordem que simplifica as manipulagoes algébricas envolvidas para as
equacoes de Navier-Stokes na formulacao funcao corrente-vorticidade, sendo que a
vantagem desse método compacto é que, em qualquer nivel de tempo ha dois tipos
de equacoes elipticas a serem resolvidas, uma para a funcao corrente e outra para a
vorticidade, juntamente com a equacao do tipo parabdlica para a evolucao temporal
da solucao.

Henshaw (1994) resolveu as equagoes de Navier-Stokes, dependentes
do tempo, com o uso de diferencas finitas em malhas curvilineas sobrepostas em
duas e trés dimensoes. O elemento chave do método aplicado consiste na escolha
das condicoes de fronteira, sendo uma para a pressao e condicoes de fronteira extras
para aplicacao do método de quarta ordem. Hunt (1993) reanalisou as condigbes de

fronteira extras propostas por Henshaw (1994). Em Henshaw et al. (1994) dicutiu-se
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os métodos de quarta ordem para as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis e para
equagoes parabdlicas e verificou-se que para a aplicao dos métodos nao compactos é
necessario o uso de trés condigoes de fronteira numérica para determinar a solucao
dos pontos préximos as fronteiras rigidas. Wittkopf (1994) apresentou dois métodos
de diferencas finitas compacto e nao compacto com precisao de quarta ordem, para
resolver o problema da cavidade.

Tendo como motivacao os trabalhos de Henshaw (1994) e Henshaw
et al. (1994), Mancera & Hunt (1997) aplicaram os métodos nao compacto para
resolver as equacoes de Navier-Stokes na formulagao fungao corrente e eliminaram as
dificuldades em se aplicar esses métodos quando a solucao procurada estd préxima
as fronteiras rigidas. Para que as dificuldades fossem eliminadas, alguns cuidados
foram necessarios ao se trabalhar com os pontos fantasmas advindos da aplicao dos
métodos, sendo necessario o uso das condigoes de fronteira extras para que o problema
do canal com uma constricao suave fosse resolvido.

No trabalho de Mancera (2003) tem-se a continuacao da pesquisa de
Mancera & Hunt (1997), resolvendo agora as equagoes de Navier-Stokes utilizando
um método compacto de quarta ordem que foi proposto inicialmente por Gupta
et al. (1985). Em Mancera & Hunt (1999), considerou-se um método nao compacto
(molécula de 29 pontos) para resolver as equagoes de Navier-Stokes na formulagao
funcao corrente numa malha nao uniforme, aplicado em um canal com uma constri¢ao
suave.

Foi proposto em Mancera & Hunt (2006a,b) um procedimento para ob-
ter métodos compactos, particularmente métodos de quarta ordem, para as equagoes
de Navier-Stokes utilizando o programa de manipulagao algébrica Maple. Vale ainda
ressaltar que Mancera & Hunt (2006a) exibem um processo de construcao do método
compacto que se baseia em Gupta (1991) e Li et al. (1995). O procedimento em-
pregado para testar o método consiste na resolucao de um problema com solucao
analitica e outros seis do tipo cavidade. Mancera & Hunt (2006b) estenderam o

procedimento mencionado anteriormente para malhas nao uniforme e resolveram o



1.8 Métodos Numéricos de Alta Ordem 11

problema do degrau com face para frente.

Recentemente, Pandit et al. (2007) construiram vérios métodos de alta
ordem para resolver as equagoes de Navier-Stokes em geometrias irregulares. O
método foi aplicado em trés problemas com diferentes complexidades fisicas, sendo
eles, um com solugao analitica, a cavidade e o canal com uma constricao. Foi proposto
por Pandit et al. (2008) um método compacto de alta ordem com molécula compacta
de 9 pontos e o mesmo foi testado para problemas com uma solucao analitica, um
canal com uma constri¢ao e a cavidade. Em Pandit (2008), apresenta-se uma nova
formulagao dita funcao corrente-velocidade que evita as dificuldades associadas com
as formulagoes tradicionais (funcao corrente-vorticidade e variaveis primitivas) e pode
ser aplicada para resolver as equacoes de Navier-Stokes, tanto em geometrias com-
plexas, quanto as retangulares. Ao aplicar essa formulacao, verificou-se a eficiéncia
do método apresentando resultados precisos também em malhas grosseiras para os
seguintes problemas, sendo eles, um com soluc¢ao analitica, a cavidade, um canal
com uma constricao suave e o canal dilatado. Nota-se que em todos os trabalhos
mencionados é considerado a geometria proposta por Mancera & Hunt (1997), a qual
também ¢ considerada em Gustafsson (2008).

Baseado nos trabalhos ja mencionados, apresenta-se neste trabalho um
estudo das equagoes de Navier-Stokes na formulacao funcao corrente e constroi-se
um método compacto e um nao compacto, ambos 5 x 5 de quarta ordem, aplicados
em uma geometria como a exibida na Figura 2. Os detalhes relacionados com a

construcao dos métodos sao apresentados no capitulo 2.



2 MODELAGEM MATEMATICA

Dinamica de fluidos computacional é um dos campos da ciéncia que
tem como objetivo descrever o comportamento dos fluidos (gases ou liquidos) e das
leis que regem este comportamento através da obtencao de solugoes numéricas para
um sistema de equagoes diferenciais (Li, 1998). Os fluidos sao geralmente classifi-
cados em compressiveis e incompressiveis, sendo que o primeiro sofre variagoes na
densidade, enquanto no segundo a densidade permanece constante. Um aspecto
relevante de um fluido é a sua viscosidade que pode ser interpretada como uma me-
dida da resisténcia ao cisalhamento pelo fluido (Nachbin, 2001). Com base nessa
resisténcia ao cisalhamento, pode-se classificar os fluidos em newtonianos, em que a
tensao de cisalhamento é diretamente proporcional a taxa de deformagao, e os nao
newtonianos que nao obedecem esse comportamento.

Qualquer escoamento de um fluido é governado pelas equagoes de
Navier-Stokes, as quais constituem um sistema de equagoes diferenciais parciais que
descrevem o escoamento de fluidos compressiveis ou incompressiveis, turbulentos e
laminares. Em particular, essas equagoes modelam alguns problemas de dinamica
dos fluidos como o fluxo sanguineo através de artérias, veias e o movimento de agua

e rios.

2.1 Equacoes Diferenciais Parciais

Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) sao utilizadas para estudar mui-
tos fenomenos fisicos e biologicos. As grandezas fisicas procuradas, como, por exem-

plo, velocidade e pressao de um fluido, normalmente, sao representadas por modelos
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que dependem de muitas variaveis (Cunha, 2003; Fortuna, 2000).
Para efeito de classificagao, divide-se as EDPs em trés categorias

basicas:

1. Elipticas (normalmente associadas com problemas estacionarios).

Um exemplo de equacao eliptica é dado por

Py Py

@—i_&—yz 0, (1)

que ¢é a equacao de Laplace.
2. Parabdlicas (associadas com problemas de fluxo contendo mecanismos de dis-
sipagao).

Um exemplo de equacao parabdlica é a equacao do calor, dada por:

oT 0*T
E = a@v (2)

em que T é a temperatura e « é o coeficiente de difusividade térmica do ma-
terial.

3. Hiperbdlicas (em geral associadas com problemas de fluxo que nao contenham
mecanismos de dissipacao).

Um exemplo de equacao hiperbodlica é dado por

2y 8%
e ®

que é a equacao da onda, em que a constante a ¢ a velocidade de propagacao

da onda.

Em geral EDPs podem ser relacionadas com problemas de fluxo de fluido, sendo as

equagoes de Navier-Stokes o exemplo mais importante.
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2.2 Equacgoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes que modelam o escoamento de fluidos
newtonianos, incompressiveis, bidimensionais, turbulentos, laminares e viscosos na

forma nao conservativa sao dadas por

%_‘_ @_‘_ % — _18_P+ (@_‘_@) (4)
ot " “ox Uay - poz P\ 922 oy2/’
@—Fu@—FU@ — _la_P (@4_@) (5)
ot Ox oy  pOy F\oz2 oy2/)’

ou Ov

%+8—y = 0, (6)

em que u e v sao as componentes do vetor velocidade nas direcoes x e y, respecti-
vamente, P é a pressao, p € a massa especifica e i é o coeficiente da viscosidade do
fluido.

Nas equagoes (4) e (5), o primeiro termo do lado esquerdo é o termo
transiente, os demais termos, também do lado esquerdo, sao termos convectivos. O
primeiro termo do lado direito representa o gradiente de pressao, enquanto o ultimo
¢ 0 termo viscoso.

As equagoes governantes do movimento do fluido sao obtidas a partir

dos principios fisicos:
1. Conservacao de massa:
A equagao (6) é conhecida como equagao da continuidade, descrevendo a taxa
de variacao da massa por unidade de volume.
2. Conservagao de momento linear:

Representados por (4) e (5), essas equagoes escritas na forma nao conservativa
para as respectivas diregoes x e y representam a aplicacao da segunda lei de
Newton

F=ma. (7)

O escoamento de um fluido depende da geometria e consequentemente

das condigoes de contorno do modelo e de suas propriedades dimensionais (fisicas),
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que podem ser agrupadas em parametros adimensionais que mantém o comporta-
mento do escoamento independente de qualquer sistema de unidade. Em dinamica
dos fluidos computacional é frequente o emprego de formas adimensionais, tendo
como objetivo mostrar os efeitos fisicos contidos nas equacoes, e ainda formular o
modelo independente de qualquer sistema de unidade (Ferreira et al., 2005). A adi-

mensionalizacao das equagoes de Navier-Stokes de (4)-(6) pode ser feita a partir das

transformacoes:
u v
— e ) = — 8
YT YTy (8)
7 = £ =Y
€ - d7 y d’ (9)
- d
t = t— 10
U07 ( )

em que Uy e d sao, respectivamente, a velocidade caracteristica e o comprimento
caracteristico.
Substituindo-se as transformacoes de (8)-(10) nas equagoes (4)-(6) e

desprezando-se as barras, para simplificar a notagao, obtém-se:

@ + a_u + @ — _a_P + i @ + @ (11)
ot " “ox Uay  Odr  Re\ox?2 0y?)’
@ + @ + @ — _a_P + i @ + @ (12)
ot ' 'ox U@y Oy  Re\ox?2 0y%)’
ou  Ov
AL 1
ot oy 0, (13)
ond Uod

em que Re = = —— ¢é o numero de Reynolds, um parametro adimensional

1 v
para escoamentos incompressiveis. Nota-se ainda que esse parametro adimensional
aparece como coeficiente nas equacoes adimensionalizadas. Fisicamente, o nimero
de Reynolds pode ser expressado como a razao entre as forgas inerciais (responsaveis
pelo movimento do fluido) e as forgas viscosas.

Neste trabalho considera-se todas as derivadas em relagao a t nulas,
devido ao estudo de problemas estacionarios.

Mencionou-se na secao 1.3 que as equacoes de Navier-Stokes podem

ser escritas em formulagoes alternativas. No presente estudo, utiliza-se as equagoes
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de Navier-Stokes na formulagao funcao corrente. Entretanto, alguns conceitos sao
importantes para se chegar a essa formulacao.

Define-se a vorticidade, ¢, em um ponto do fluido como

ov  Ou
=% (14)

A vorticidade é a medida de rotacao de um elemento do fluido em torno
de um ponto. Essa grandeza da a idéia de movimentos circulares e de redemoinhos
no fluido.

A funcao corrente 1) é obtida por

u:g—lyp, v:—g—fﬁ, (15)
de modo que satisfaz a equacdo da continuidade (13) automaticamente. As linhas
em que a func¢ao corrente v sdo constantes sao chamadas de linhas de corrente (ver
segao 4.2).

Diferenciando a equacao (11) em relacdo a y e a equacao (12) em

x, subtraindo as expressoes obtidas e substituindo a vorticidade definida em (14),

obtém-se
¢ o 1 [0*%¢ O\
Deste modo, substituindo (15) na equagao (14), tem-se
Py %Y
) + W —C. (17)

Essa equacao é conhecida como equagao da funcao corrente e é classi-
ficada como uma EDP eliptica.

De modo andlogo, substituindo (15) em (16) encontra-se

o | 0% }ﬁ3<a¢ém' fﬁb@c)'

02 " Oy*

Oy Or Oz Oy (18)

As expressoes (17) e (18) formam a formulacdo funcdo corrente-

vorticidade das equagoes de Navier-Stokes. Essa formulacao é equivalente as equagoes

(4)-(6).
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Para se obter a formulagao funcao corrente, diferencia-se a equacao
(17) em relagao a x:
0 0? 0? 0
O (L% oW _ o (19)
ox ox?  0y? Ox

Em seguida, diferencia-se novamente a equacao (19) em relacao a x:

ol o 0%

— — = . 20
ox*  0x20y?  Ox? (20)
De maneira analoga, diferencia-se a equagao (17) em relagao a y:
2 2

0 (L0 oy _ X o)

dy ox?  0Oy? dy

e com o resultado obtido em (21), diferencia-se em relagdo a y para obter:
4 4 2

s .

oyt Or20y - Oy
Substituindo (19)-(22) na equagao (18), tem-se:

o' N o' oY _ Re <8¢ (8% %Y ) oY ( %Y 8%)) (23)

oxt T oo T oy oy \0z8 T ozoyr) T oz \ o2y T 08

a qual é chamada de formulacao funcao corrente das equagoes de Navier-Stokes.

Essas sao as equagoes objeto desse estudo e a solucao numérica dessas
EDPs nao-lineares, com condicoes iniciais e de fronteira apropriadas, é apresentada

no capitulo 3.

2.3 Formulacao dos Métodos

Devido ao fato das equacoes, que em geral, modelam problemas de
fluxo de fluido nao apresentarem solugoes analiticas, faz-se necesséario a aplicacao de
técnicas numeéricas para resolve-las. Essas equacgoes sao substituidas por um sistema
de equacoes algébricas. Na literatura, encontra-se diversas técnicas para obter o
sistema de equagoes algébricas, como por exemplo, diferencas finitas (ver Li et al.
(1995)), elementos finitos (ver Soriano (2003)), volumes finitos (ver LeVeque (2002))
e métodos espectrais (ver Lele (1992)).

Nesse trabalho, escolheu-se a técnica de diferencas finitas que serd abor-

dada a seguir.
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2.3.1 Férmulas de Diferencas Finitas

Formulas de diferencas finitas para as derivadas sao obtidas usando

a expansao em série de Taylor ou através de interpolacao polinomial (Cuminato &

Meneguette Junior, 1999). Fornberg (1988a) apresenta um algoritmo para obter

formulas de diferengas finitas para derivadas de qualquer ordem em uma malha

unidimensional. Wittkopf (1994) baseou-se em Fornberg (1988a) e desenvolveu um

programa no Maple para obter essas féormulas. Apresenta-se a seguir formulas de

diferencas centrais de segunda e quarta ordem:

(W
ox

kil
or

Y
oxr?

0*Y

1
BT (Vig1; — Yic1y) + O(R?),

1
1on (=i, + 8iy1j — 81 + i) + O(h4),

1
2 (Yig1, — 2005 + iz1,) + O(h2)7

1

or?

%Y

o3

&P

ox3
o'y
oxt

o'

Ozt

\

12h2 (—Wita,j + 16¢41; — 3005 4 16915 — Pi_a;) + O(h?),

1

2h3 (Vivaj — 20iv1j + 2015 — Vi_aj) + O(R?), (24)

1
Vel (=it + 8ivoj — 131 + 1301 — 8o + i3 ;)

O(n"),

1
A (Yigoj — Aig1; + 61 — g + Vi) + O<h’2)7

1
6ht (—Witsy + 12042 — 39ip1; + 56¢;; — 3915 + 1209

Vi) + O(hY).

em que h é o espagamento da malha e (7, j) sdo pontos do dominio computacional. A

expressao O(h?) é lida como “ordem de h em relagao a p-ésima poténcia”’. Escreve-se
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Erro= O(h?) , se existe uma constante K > 0 tal que, se h > 0 e suficientemente
pequeno, tem-se:

|Erro| < KhP. (25)

Também é possivel obter derivadas mistas através das expressoes em

(24), um exemplo é dado a seguir:

Y 0 (82¢) N 2 (¢i,j+1 — 2 +¢i,j—1)

Oxdy? Ox \0y2 ) ~ Oz h?
L (i —Yien Vig1; — VYic1j
= o2 ( 2h : 2h (26)
Yiv1j-1 — Yic1j-1
+ o5 .

2.3.2 Meétodo Nao Compacto de Quarta Ordem

Um método nao compacto de quarta ordem para as equacoes de Navier-
Stokes estaciondrias é obtido aproximando todas as derivadas da equagao (23) por di-
ferengas centrais de quarta ordem (ver equagoes (24)), o que resulta em uma molécula
computacional de 29 pontos. A molécula computacional é mostrada na Figura 3, com

os seguintes pontos cardeais:

I —1 +R6DY O— —1 ReDY
~6R* 8h3 T T 6h* 8h3
(27)
—1 ReDX —1 ReDX
N — — S —
6hi 8W 0 0 omi T 8
em que h, DX e DY, sao respectivamente, o espacamento da malha e aproximagcoes
de quarta ordem para 8_1# e 8_1#
or 0Oy
N
O e » L
S

Figura 3: Molécula com 29 pontos.
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Métodos numéricos cuja molécula computacional tem muitos pontos,
como esta de 29 pontos, podem causar algumas dificuldades quando a solugao esta
sendo calculada préoxima a uma fronteira, uma vez que para aplicacao do método nao
compacto é requerida uma condicao de fronteira extra (ver Figura 4). Da aplicacao
da condicao de contorno de nao deslizamento tem-se duas condigoes de fronteira para
a funcao corrente, ¢ =1 e a—z = 0 com 1 = x ou y. Entretanto, sao requeridas trés

condicoes.

fronteira

Figura 4: Molécula proxima de uma fronteira sélida.

Para as fronteiras rigidas horizontais, tem-se que

oY
— =0, 28
o (28)
e entao para o ajuste do método é necessario substituir na equacao (23) a condigao
dada em (28), logo:

ot

— =0, 29

o (29)
fornece a condicao de fronteira extra utilizada no método nao compacto de quarta

ordem. Condigao similar é obtida para as fronteiras rigidas verticais.
4

A derivada de quarta ordem 507 pode ser aproximada por:
Y
oMY 1 1., 0% "
oyt =4 (Vijoo — Wijr + 695 — 4y j 1 + i jra) — ah EYd +O(h%),  (30)
6
que é de quarta ordem se 506 = 0 na fronteira.
Y
Derivando a equagao (23) duas vezes com relagao a y, mostra-se que
9%

0 0, e conclui-se que a expressao (29) é de quarta ordem na fronteira.
Y
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Para acomodar o método nao compacto na fronteira necessita-se de
dois pontos fantasmas (fora do dominio computacional) para cada fronteira. O ques-
tionamento de como se deve tratar os pontos proximos a fronteira é importante,
pois possibilita o estudo dos métodos compactos que serao apresentados na préxima

secao.

2.3.3 Obtencao de um Método Compacto 5 x 5 de Quarta Ordem

Através das idéias apresentadas anteriormente para a construcao do
método nao compacto de quarta ordem usando diferencas centrais de quarta ordem
é possivel obter um método compacto de quarta ordem para a equagao (23) tendo
molécula computacional 5 x 5.

O procedimento para se construir um método compacto de quarta or-
dem para a equagao (23) é de Fornberg (1992) e testado exaustivamente por Wittkopf

(1994) baseia-se na eliminac¢ao dos pontos cardeais. Sejam

'Y A (P P
NSw o G Y 2,2 T g T <8x (8x28y * 8—y3)
W (P P B
Oy <8x3 * 0x0y? =0 (31)
Y PP PP o [ O Ot
NS oxd + 209330y2 + Oxoy* - fie (8:17 <8x38y + &r@y?’)
Py (B Y o (O oY
_Zr 2
T <8x28y + 8y3) Y (a:& + 8:628y2) (32)
B Py (0% N Y _0
Oxdy \ 0x®  Ox0y? N
Y >’y Y op (o N
NSy gy T 2 amap o T <8x <6x28y2 * 8y4)
Py (P Y o ( dMp o'y
+ 0xdy (0:)320y + 0y3) dy (0:)330y + 0:L'8y3) (33)

e}

B Y (03 N PP B
oy? \ 0x® = OJx0y? N
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Y %Y Y N (Y Y
NSra 0xb * 28x40y2 * 0x20y* - fie <% <8x48y * 8x28y3)
Py (0" o'y Py o (P Y
* 28x2 (0:)330y * 0:L'8y3) * oxd dy3 Oy <8a¢5 * ax?’ay?) (34)
L0 (0% N A WA W
Oxdy \ Oxz*  0x20y? 0x20y 0x0y? )

ox

o Py P o [ Py P
Now + Griggr Y2 gm0 T s T ( <8x28y3 * 8y5)

L g0 ( o'y 8%) L P P o ( Oy (35)
Oxdy \ 0x20y?>  Oy* 0x0y? 0x20y Oy \ 0x30y?

N Y ) _282¢ ( oM N oM ) B Py 831/)) _0
Oxdy* oy? \ 0x30y  Ox0y? oy? 03 ’

respectivamente, a equacao de Navier-Stokes na formulacao funcdo corrente (ver
equacao (23)) e suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem em relagao a z
e ay. Para as expressoes (32)-(35) aproxima-se todas as derivadas de ordem superior
a dois usando diferenca central de segunda ordem, e as outras por diferenca central
de quarta ordem. Estas aproximacoes sao denotadas por [NS,|, [NSu.], [NS,] e
[NS,,]. A equacao NS, é aproximada por diferenga central de quarta ordem, que é
denotada por [N.S,]. Esta aproximagao resulta numa molécula como jé exibida na
Figura 3, com os pontos cardeais dados em (27).

A equacao

=0, (36)

NS 412 ([NSxx] + NSy | (DX[NSy] — DY[NSz] ))

6 12

elimina os pontos cardeais resultando em um método compacto 5 x 5 (ver Figura 5)

para a equacdo (23), com precisio O(Re* h?).

Figura 5: Molécula com 25 pontos.
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Apos os detalhes relacionados com a obtencao dos métodos de alta
ordem é importante lembrar que o método nao compacto tem erro de truncamento
de ordem O(Reh'), enquanto o erro de truncamento para o método compacto é de
ordem O(Re? h*). Nota-se que ambos os erros de truncamento possuem o termo h*,
sendo entao o Re a grandeza decisiva para a precisao. Com isso, através da andlise
dos erros de truncamento dos métodos, verifica-se que para nimeros de Reynolds
grandes o método compacto é menos preciso do que o método nao compacto (ver Li

(1998); Mancera & Hunt (1997)).



3 MODELAGEM NUMERICA

Neste capitulo descreve-se o método de Newton utilizado para resolver
o sistema de equagoes nao lineares e discuti-se alguns detalhes da implementacao
do programa principal. Em seguida, estima-se os erros para um método de quarta
ordem, apresenta-se as condicoes de fronteira impostas e os procedimentos utilizados

para a aplicacao dos métodos, referidos no capitulo 2, na geometria do problema.

3.1 Solucao Numérica

Para encontrar a solucao de sistemas de equacgoes nao lineares, aplica-se
métodos iterativos que fornecem a solugao do sistema com uma determinada precisao
requerida. Muitos sistemas algébricos de equacoes provenientes de discretizagoes de
problemas de dinamica de fluidos computacional sao resolvidos pelo método de New-
ton, como por exemplo, Fornberg (1988b) resolve o problema de um fluido passando
por uma esfera, Hunt (1990) resolve o problema do canal e Wittkopf (1994) resolve
o problema da cavidade. Neste trabalho, também considera-se o método de New-
ton para resolver o sistema resultante da discretizacao, apresentando-se uma breve

descricao do mesmo e do codigo desenvolvido.

3.1.1 Método de Newton

O método de Newton, também conhecido por Newton-Raphson, foi
proposto originalmente e publicado por Isaac Newton para encontrar raizes de
equacoes nao lineares (Cunha, 2003). O método é um dos mais utilizados para

encontrar a solucao de sistemas nao lineares, pois a convergéncia é quadratica, neces-
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sitando de poucas iteragoes (Burden & Faires, 2003). Este método oferece vantagens
e desvantagem.

As vantagens sao:

e solucao numeérica com alto grau de precisao;

e facilidade para implementar as condicoes de fronteira em paredes rigidas.
A desvantagem é:

e alto custo computacional devido a inversao da matriz jacobiana.

A discretizacao das equacoes de Navier-Stokes resulta em um sistema

de equagoes nao-lineares. Considera-se um sistema de equacoes algébricas da forma
F(x) = 0, (37)

em que X é o vetor de incégnitas e F' é o vetor de equagoes.

Seja x*) uma aproximacao para X e e® uma correcao tal que
x = x4 ®), (38)
Por expansao em série de Taylor, obtém-se

F(x® ) = F(x®) 13 (x®)
+ termosdealtaordem = 0, (39)

OF (x)
ox

em que J(x) = ¢ a matriz jacobiana. Entao, desprezando os termos de alta

ordem, tem-se

F (x) = —J (x®) ®, (40)

A expressao (40) dd um procedimento para calcular ¢® . O esquema iterativo é
escrito como

XD = x®) L (k) (41)

J(x®)e® = —F (x¥)), (42)
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desde que J (x(k)) nio seja uma matriz singular e um valor inicial x©) é dado.
Apresenta-se a seguir uma definicdo e um teorema acerca do método

de Newton.

Definigao 1. (Burden & Faires, 2003) Suponha uma sequéncia que converge para

z, {xk}ily, com x # x para todo k. Se as constantes positivas a e A existem com

oo Nz =l _

koo ||l —af|®

A (43)

entao {xy}re, converge para x com ordem de convergéncia o e com erro assintotico

constante \.
Com base nessa definicao, a convergéncia do método para
(i) =1, ¢ linear;
(ii) o = 2, é quadratica.
Seja G(x) definida como
G(x) =x - J '(x)F(x). (44)

Teorema 1. (Burden & Faires, 2003) Seja s uma solugao de G(x) = x em que
cada entrada g;;(z) € uma fungao R™ em R. Supoe-se que existe um nimero 6 > 0

que satisfaz

0gij .
1 7‘%) ¢ continua em Ny = {z|||lxz — s|| < d}, para cada v = 1,2,...n e
gaj(
Lj
j=1,2,....n;
82 i\ 02 i\
(i1) 9:(7) ¢ continua e 9i{x) < M para algum M constante, sempre que x € Ny
0
T ;T Ty
para cadat=1,2,...n, 1=1,2,...nek=1,2,...,n;
o 0gi(s) L _ - . . R
(iii) 5 =0, parai=1,2,...,n ek =12, ..n, entao existe um numero § < ¢
Ty

tal que a sequéncia gerada por x* = G(x(k_l)) converge quadraticamente para s

utilizando qualquer escolha para 2°, desde que ||z©) — s|| < 5. Além disso,
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M
e~ slloo < " e — 5|12, para cada k > 1.

O método dado nas equagoes (41) e (42) é chamado de método de
Newton para sistemas. O teorema acima fornece as condigoes para a convergéncia
do método e mostra que se a convergencia ocorre ela é quadratica, desde que a

solucdo x(© esteja suficientemente préxima da solugo.

3.1.2 Implementacao do Programa

Para resolver o sistema de equacoes resultante da discretizacao das
equacoes de Navier-Stokes utilizou-se o método de Newton. Esse método tem sido
amplamente aplicado em problemas de fluxo de fluidos. Por exemplo, Hunt (1990),
Mancera (2003, 2005) e Mancera & Hunt (1997, 2006a,b) resolvem problemas tipo
canal, Wittkopf (1994) e Li et al. (1995) resolvem o problema da cavidade.

O programa foi implementado em linguagem Fortran 95 e tem como
parte principal a subrotina function eqn, a qual é fornecida pelo usuario e é formada
pela discretizacao das equagoes de Navier-Stokes. O programa resolve kd equagoes
diferencias parciais discretizadas num retangulo com nz x ny pontos. Para cada
né (i,j,k), i=0,...,nx; j=0,...,ny; em que k, pode assumir os valores 1 para a funcao
corrente, ou 2 para a vorticidade. No problema proposto tem-se que k=1 e para cada
no, associa-se a variavel u(i,j,k) a uma equagao algébrica da forma F(x) = 0. No
programa a equagao (37) é composta pela discretizacao das equagoes governantes e
pelas condigoes de fronteira (ver Apéndice I). A equagao discretizada de F(x) deve
ser inserida pelo usudrio, sendo escrita na subrotina function egn.

E necessério também fornecer ma e my que correspondem a quantidade
maxima de pontos da molécula computacional nas direcoes = e y, respectivamente.
Na Figura 6 tem-se exemplos de moléculas computacionais com diferentes valores de
mx e my.

A matriz jacobiana J, dada na equagao (39), é calculada na subrotina
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do programa de Newton, sendo os seus elementos obtidos por

OFy 1
Jutij = an{ ~ =(Fia(ory Dij + €)= Fal, @y ), (45)
1j

em que € = 107%. A inversdo da matriz é feita na mesma subrotina através do método

de eliminacao de Gauss.

Figura 6: Molécula computacional: (a) mz =2 e my =2, (b) mz =2 e my = 1.

3.2 Erros

A utilizagao de técnicas numéricas tem como objetivo encontrar
solugoes suficientemente precisas com o minimo de esforco. O erro de truncamento
local pode ser considerado o primeiro caminho para analisar a precisao de um método
numérico (Burden & Faires, 2003).

Baseado em Mancera (1996), considera-se L;(¢) = 0 como sendo a
aproximacao de uma equacao diferencial parcial com solucio exata ¢. Ao substituir ¢
por ¢ que é a solugao exata da EDP, o valor Ly (¢) é chamado de erro de truncamento
local. O erro de truncamento local mede a quantidade pela qual a solugao exata de
uma EDP nao satisfaz a equacao de diferenca que esta sendo usada para aproximagoes

em uma etapa especifica. Assume-se que o erro de truncamento local, tem o seguinte

comportamento
Lu(¢) =~ KR, (46)

em que h é o espacamento da malha, K é uma constante real e § é a ordem numérica

do método observada.
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Supde-se que ¢ é a solucdo exata, ¢’ a solucdo na malha mais fina,
#M a solucao na malha com a metade do nimero de pontos da malha fina e ¢ a
solucao com um quarto do nimero de pontos em relacao a ¢, logo, para um método

de quarta ordem, tem-se
Br=¢—o ~ K, (47)
Ey=¢—¢" ~ K(2hn)" (48)
Eliminando ¢ das expressoes (47) e (48), tem-se
¢f — M ~ Ep(2' —1). (49)

Logo, o erro na malha mais fina é dado por

gf =M
Bp o~ = (50)

A expressao (50) estima os erros de um método de quarta ordem para
duas diferentes malhas de pontos, uma com o dobro de pontos da outra.
E possivel ainda estimar a ordem numérica do método de quarta ordem.

Para tanto, considera-se as solucoes ¢, ¢', o™ e ¢© definidas anteriormente, entao

¢ —of ~ Kh°, (51)
o— oM ~ K (2n)°, (52)
o —o¢° ~ K (4h)’. (53)

Eliminando ¢ e K, obtém-se a ordem numérica do método dada por

In (6" = ¢%) /(" = &™)
In2

8= : (54)

Nos resultados do capitulo 4, utilizam-se as seguintes normas para

estimar o erro global:

/
RMS(1o): (16" — 6" llo = [ S (08— o247]

Maximo(1y.): ||¢" — oM || = max|qz5fj - }VJ[|’

em que N é o nimero de pontos na malha, sendo, respectivamente, nominados como

erro do quadrado médio (root mean square (RMS)) e erro maximo.
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3.3 Geometria do Problema
Considera-se o problema do canal com duas quinas reentrantes, tendo
1
paredes sélidas em y = £1 para x < m e x > n, y::t§ para m < x < n e
1
5 <ly| <1 parax =mex=mn, em que m e n sdo inteiros, m < n (ver Figura 7).

Devido a simetria na geometria do problema é resolvido para y > 0.

y } 3y
22 =y

P =

Figura 7: Canal com uma oclusao.

As condigoes de fronteira sao de fundamental importancia para a ob-
tencao de uma solugao que tenha sentido fisico (Ferreira et al., 1998). As condigooes

de fronteira para o problema mostrado na Figura 7 sao:

(i) fronteiras sélidas:

0

v o= 1, —¢:Oemy:1,x§m,x2n,ey:—,m<x<n,
dy 2

(55)

0 1

v o= 1, —w:Oemx:mem:n,—gygl,
or 2

em que 1 é constante nas fronteiras sélidas.

.oy o
As condigoes 8_y =0e o

zamento e estao relacionadas com o fato de que o fluido proximo de paredes

= 0 sao conhecidas como condig¢oes de nao desli-

solidas passa a movimentar-se com a mesma velocidade da parede, que no

problema aqui proposto, assume-se que a velocidade na parede é nula.

(ii) eixo de simetria:

2
v = 0, %zOemyzO. (56)
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(iii) fluido na entrada e na saida do canal:

31
v o= sy — =y

5 5 ( — 3y, quando x — —o0,

(57)

3 1
¢ - iy - §y37 C - 3y7 quando €T — _'_007

com fluxo de Poiseuille (fluxo parabdlico - perfil de velocidade parabdlico) tanto a

montante, quanto a jusante.

3.4 Malha Computacional

Para discretizar as equagoes de Navier-Stokes na formulagao funcao
corrente, faz-se necessario transformar o dominio fisico, que é continuo, em um
dominio computacional (Maliska, 1995). Para o problema proposto, assume-se uma
regiao retangular cujo os pontos internos sao uniformemente distribuidos em ambas
as direcoes = e y. Ao conjunto desses pontos da-se o nome de malha. A construcao
da malha sobre o dominio de calculo é importantissimo para se obter uma simulacao
de boa qualidade (Ferreira et al., 1998).

As equagoes de Navier-Stokes na formulagao fungao corrente foram
discretizadas num dominio nz X ny, com nx X ny = (32, 128) pontos na malha mais
rustica, nx X ny = (64, 256) na malha intermedidria e nx x ny = (128,512) na malha
mais fina.

Para uma molécula compacta 5 x 5, dados ¢ e j, cada né (i, j) corres-
ponde aos pontos (x,y), (x + h,y), (z,y +h), (x — h,y), (z,y — h), (x + h,y + h),
(x—h,y+h), (x—h,y—h), (x+h,y—h), (x+2h,y), (x,y+2h), (x—2h,y), (x,y—2h),
(x 4+ 2h,y + h), (x —2h,y + h), (x — 2h,y — h), (x + 2h,y — h), (z + 2h,y + 2h),
(x = 2h,y + 2h), (x — 2h,y — 2h), (x + 2h,y — 2h), (x + h,y + 2h), (x — h,y + 2h),
(x — h,y+2h) e (x + h,y — 2h) e sao denotados, respectivamente por 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6,7,8,09, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 e 24, em que h é
o tamanho do passo (ver Figura 8). O tamanho h dos intervalos é igual em toda a

extensao da malha.
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i-2 -1 1 1+l 142
22 10 21

19
I 23 12 24
X

Figura 8: Molécula computacional centrada em (i, j).

Apresenta-se a seguir os procedimentos adotados para aplicacao dos

métodos explicitados no capitulo 2 em uma geometria como a exibida na Figura 9.

Figura 9: Mélecula proxima a fronteira sélida.

e Aplica-se na primeira linha de pontos internos ao dominio computacional o

método de diferenca central de segunda ordem (linha azul). Por exemplo,

o 1

% B ﬂ(me - wi—l,j) + O(h2)'

e Aplica-se o método de diferenca central de quarta ordem (compacto/nao com-

pacto) nas demais linhas internas do dominio computacional.

e Para as fronteiras rigidas (linha preta) tem-se as seguintes condigoes:

o _

1/):1,%— ou oy

0. (58)
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e Para o eixo de simetria tem-se como condicao 1) = 0. Verifica-se que para essa

condicao os pontos sao simétricos. Entao, ¥; j_1 = ¥; j11.

e Para o comportamento do fluido tanto na entrada quanto na saida do canal,
assume-se a seguinte condicao:

3
w:§y—§y. (59)

e Na linha de pontos fantasmas aplica-se diferencas finitas ascenden-
tes/descendentes de quarta ordem ou diferenga central de segunda ordem (linha
vermelha). Por exemplo,

op _ L

5y = T2 BV T 100i4o1 = 18050 4 600 — ig—a) + O(hY).

A escolha pela aplicacdo do método de diferencas centrais de segunda
ordem, na primeira linha de pontos internos ao dominio computacional - linha azul
(ver Figura 9), visa reduzir a quantidade de pontos fantasmas.

Apresenta-se na Figura 10 uma molécula computacional deslocada ape-
nas uma unidade da fronteira rigida (linha preta), ou seja, aplica-se o0 método de
quarta ordem em todo o dominio computacional e observa-se que quando a solucao
procurada esta préxima a fronteira rigida o método necessita de duas linhas de pontos

fantasmas, representadas pelas cores vermelho e azul.

Figura 10: Mélecula deslocada uma unidade da fronteira sélida.
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Verifica-se que os pontos fantasmas proximos as quinas reentrantes sao

utilizados em mais de uma aproximagao e por isso podem ser calculados através de
. o o O

uma média entre as aproximagoes para i 0 e 3
x Y

diferengas finitas ascendentes/descendentes, porém essas escolhas podem vir a gerar

= 0 ou pode-se utilizar

problemas na convergéncia do método. Sendo assim, na tentativa de diminuir o
nimero de linhas de pontos fantasmas deslocou-se a molécula computacional em
duas unidades da fronteira (ver Figura 9), implementando assim uma combinagao
de métodos de diferencas centrais de segunda e quarta ordem, que serd exibida no

préximo capitulo.



4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresenta-se resultados numéricos para uma com-
binagao de métodos de segunda ordem com métodos de quarta ordem e compara-se
os resultados com os obtidos pelo método de diferenca central de segunda ordem.

Linhas de corrente sao também apresentadas.

4.1 Erros RMS e Maximo para o Método Misto

As simulagoes envolveram dois métodos numéricos de quarta ordem
(compacto e nao compacto) e o método de diferenca central de segunda ordem para
a formulacao fungao corrente (ver equacao (23)). Obteve-se os resultados para duas
malhas com diferentes tamanhos, sendo uma com 256 x 64 e a outra com 512 x 128.
Verificou-se que a medida que a malha computacional foi refinada, o tempo compu-
tacional aumentou, assim, nao apresentou uma melhora significativa nos resultados
perante ao esfor¢o computacional exigido.

Para o problema do canal com um ressalto, tem-se uma malha uni-
forme, com o comprimento do canal sendo quatro, e espagamentos hx = hy = 1/ny

em ambas as diregoes. A geometria considerada para as simulagoes foram:

e antes da oclusao: 0 <z <le0<y<I;
e oclusao: 1 <x<2e0<y<0.5
e depois da oclusao: 2<r<4e(0<y< 1.

Citou-se, anteriormente, que moléculas computacionais enormes cau-

sam algumas dificuldades quando a solucao é calculada proximo a fronteira. Por
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este motivo, optou-se pela combinacao de métodos de segunda e quarta ordem que
resulta apenas em uma linha de pontos fantasmas (ver Figura 9). Os procedimentos
para aplicacao dessa combinagao de métodos foram exibidos na se¢ao 3.4.

As tabelas! a seguir apresentam os erros RMS e mdximo para uma
combinagao de métodos de quarta ordem e métodos de diferencas centrais de segunda
ordem no dominio computacional. Nas Tabelas 1 e 2 os erros RMS variam de ~ 107°
a~ 107" e os erros maximo de ~ 10™% a ~ 1072, respectivamente, para 0 < Re < 500.
Os resultados obtidos referem-se a MNC 4h, que consiste na aproximagao da primeira
linha de pontos internos ao dominio computacional utilizando o método de diferenga
central de segunda ordem, aplicacao do método nao compacto de quarta ordem nas
demais linhas internas e na linha de pontos fantasmas aplica-se diferencas finitas
ascendentes/descendentes de quarta ordem nas fronteiras rigidas. Para o método
MNC 2h, mantém-se os mesmos procedimentos anteriores, exceto para o calculo da
linha de pontos fantasmas nas fronteiras rigidas que agora utiliza-se o método de
diferencas centrais de segunda ordem. Ja em SO utilizou-se o método de diferencas
centrais de segunda ordem, tanto no dominio computacional, quanto na obtencao da
solucao dos pontos fantasmas das fronteiras rigidas.

Compara-se os erros dos métodos MNC 4h e MNC 2h com aqueles
obtidos pelos de segunda ordem e verifica-se que o métodos MNC produziram erros
menores do que os de segunda ordem.

As Tabelas 3 e 4 exibem os erros RMS e méaximo, respectivamente,
para uma combinacao de métodos de quarta ordem com os de diferencas centrais de
segunda ordem. As combinagoes dos métodos MC 4h e MC 2h foram obtidos através
dos procedimentos ja mencionados anteriormente para MNC 4h e MNC 2nd, porém
alterou-se a aproximacao do método nao compacto pelo método compacto de quarta
ordem 5 x 5. Nota-se que os erros RMS e maximo estao variando, respectivamente,
entre ~ 107 e ~ 107, e entre ~ 107 e ~ 1072, Nas tabelas o simbolo ** indica

que o método de Newton nao convergiu para a dada precisao estipulada depois de

'"Em que a notacdo p(—q) é equivalente a p x 1077



4.1  Erros RMS e Mdxzimo para o Método Misto 37

10 iteragoes.

Também é observado nas tabelas que os erros RMS para as com-
binagoes dos métodos mistos MNC 2h e MC 2h apresentaram erros menores quando
comparados com os métodos mistos MNC 4h e MC 4h. Nota-se que para todos os
erros a ordem de grandeza ¢ a mesma, porém a precisao de alta ordem, que era
esperada para os métodos nominados MNC 4h e MC 4h, nao foi obtida. Esse com-
portamento deve-se as duas quinas reentrantes (no afunilamento e na expansao do
canal), aos pontos singulares e ao uso de malha uniforme. O fato é reforcado com os
resultados apresentados por Hunt (1990) para o problema do degrau fazendo uso de
malha nao uniforme.

Para o problema estudado, verificou-se que os métodos mistos MNC
apresentam erros menores quando comparados com os erros dos métodos mistos
compacto MC, e isto pode ser explicado pelo fato que o método nao compacto tem
erro de truncamento de ordem O(Re h*), enquanto os erros de truncamento para o

método compacto sao de ordem O(Re® h*).

Tabela 1: Erros RMS para o método misto nao compacto.
Erros ¢ - Métodos

Re MNC 2h* MNC4h'® SO°¢

0  249(-5)  2.63(-5) 1.15(-4)
10 257(-5)  2.72(-5)  1.20(-4)
50 3.11(-5)  3.25(-5)  1.69(-4)
100 3.13(-5)  3.44(-5)  2.06(-4)
250  3.08(-5)  3.75(-5)  2.93(-4)
500  3.91(-5)  5.41(-5)  4.28(-4)

“Método ndo compacto e aproximacoes de segunda ordem na linha de pontos fantasmas.
"Método nao compacto e aproximacdes de quarta ordem na linha de pontos fantasmas.
“Diferencga central de segunda ordem.
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Tabela 2: Erros méaximo para o método misto nao compacto.
Erros ¢ - Métodos

Re MNC 2h MNC 4h SO

0  1.06(-4) 1.08(-4) 4.95(-4)
10 1.49(-4)  1.47(-4)  7.14(-4)
50 2.06(-4) 2.00(-4) 1.13(-3)
100 2.23(-4)  2.17(-4) 1.47(-3)
250 2.24(-4) 2.45(-4) 1.84(-3)
500 3.02(-4) 3.63(-4) 2.11(-3)

Tabela 3: Erros RMS para o método misto compacto.
Erros ¢ - Métodos

Re MC2h® MC4h'?® SO°¢

0  248(-5) 2.62(-5) 1.15(-4)
10 242(-5)  2.51(-5) 1.20(-4)
50  4.46(-5) 4.58(-5) 1.69(-4)
100 7.03(-5) 7.A47(-5) 2.06(-4)
250 * 2.03(-4)
500 ¥ wE o 4.08(-4)

“Método compacto e aproximagoes de segunda ordem na linha de pontos fantasmas.
"Método compacto e aproximacdes de quarta ordem na linha de pontos fantasmas.
“Diferencga central de segunda ordem.
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Tabela 4: Erros méximo para o método misto compacto.
Erros ¢ - Métodos

Re MC2h MC 4h SO

0 1.05(-4) 1.08(-4) 4.95(-4)
10 1.51(-4) 1.49(-4) 7.14(-4)
50 2.20(-4) 2.20(-4) 1.13(-3)
100 2.65(-4) 2.66(-4) 1.47(-3)
250 K #1.84(-3)
500 # o 9.11(-3)

4.2 Linhas de Corrente para o Método Misto

As linhas de corrente sao curvas tangentes ao campo de velocidades.
Quando o escoamento é estaciondrio as linhas de corrente nao variam ao longo do
tempo (Nachbin, 2001). A seguir apresenta-se algumas linhas de corrente e para a
construcao dessas linhas considerou-se os calculos na malha 512 x 128. Nas Figuras
(11)-(13) apresentam-se as linhas de corrente para o método MNC 2h, figuras essas
semelhantes para os métodos MNC 4h, MNC 2h, MC 4h e MC 2h. Para Re = 500,
os métodos mistos MC 4h e MC 2h nao convergiram. A Figura 14 apresenta as linhas
de corrente para o método MNC 4h.

Nota-se na Figura 11 a simetria (antes e apds a oclusao) que s6 ocorre
em Re = 0; na Figura 12 tem-se uma recirculacao mais acentuada apds a oclusao;
ja na Figura 13 tem-se uma pequena recirculagao na oclusao e apds a oclusao a
recirculagao é bem acentuada, e na Figura 14 ha duas regioes de recirculagao, sendo

respectivamente, uma na oclusao e outra mais intensa apods a oclusao.



=

— 8 6 4. N o




4.2

Linhas de Corrente para o Método Misto

41

Figura 14: Linhas de corrente para Re = 500.
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A partir do nimero de Reynolds é possivel avaliar o tipo de escoamento
(laminar ou turbulento). Em escoamentos laminares as linhas de corrente nao se
cruzam e o fluido se move em camadas descrevendo um perfil parabdlico. Nota-se
que ap6s o afunilamento do canal o fluido enfrenta mais dificuldades e entao, conclui-
se que com o aumento do Re as recirculagdes se tornam mais intensas (ver Figuras
de 11 a 14).

Estudos realizados por Botnar et al. (2000) e McKay et al. (2005) en-
fatizam o fato de que a forma como é disposta a geometria de um problema favorece
o aparecimento das recirculagoes, sendo que nos estudos realizados pelos autores
acreditam-se que as recirculagoes sao devido a formacao de uma placa necrotica
composta de células sanguineas mortas, que no trabalho aqui desenvolvido, sao re-
presentados pela oclusao do canal.

Para 100 < Re < 500, verifica-se nas Figuras (12)-(14) que o compri-
mento do canal é pequeno, dificultando a visualizagao do comportamento do fluido.
Hunt (1990) considera para o problema do degrau com face para frente, uma trans-
formacao nas variaveis para obter canais mais longos e malha refinada no primeiro
ponto singular, entretanto, para a equagao (23) tal transformacao resulta em uma
expressao muito grande e de dificil manipulagao algébrica. Com o intuito de auxiliar
as visualizagoes apresenta-se na Figura 15 as linhas de corrente em que o canal foi

dividido em duas partes, sendo elas, antes e depois da oclusao.
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Figura 15: Linhas de corrente : apds a oclusao (a); na oclusao (b) e (c).
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Se o comprimento do canal fosse maior, ficaria facil verificar que as
linhas de corrente se tornam paralelas, devido a consideracao de um problema esta-

ciondrio (ver Figuras 15).



5 CONCLUSOES

O presente trabalho teve por objetivo resolver as equacgoes de Navier-
Stokes estacionarias, bidimensionais e incompressiveis na formulacao fungao corrente
em um canal com uma oclusao local utilizando métodos de alta ordem. Sabe-se no
entanto, que este trabalho é apenas uma simplificacao de um modelo real e por isso
nao é possivel fazer afirmacoes a respeito do escoamento sanguineo.

Apresentou-se resultados para o problema do canal com um ressalto
utilizando a combina¢ao de métodos de quarta ordem com os métodos de segunda
ordem. Escolheu-se essa combinagao com o intuito de diminuir as dificuldades com-
putacionais. Verificou-se que os erros para a combinagao do método nao compacto
com o método de diferencas finitas ascendentes/descendentes de quarta ordem (MNC
4h) quando comparados com a combinag¢ao do método nao compacto com o método
de diferenca central de segunda ordem (MNC 2h) nao diferem em ordem de grandeza
e que a esperada precisao de alta ordem para o método nominado MNC 4h, que in-
corpora todas as aproximacoes de quarta ordem, nao foi obtida. Entretanto, quando
compara-se os resultados de tais métodos (MNC 2h e MNC 4h) observa-se que os
erros foram bem menores quando comparados com os erros do método de diferencas
centrais de segunda ordem.

O comportamento dos erros exibindo a mesma ordem de grandeza para
a combinacao dos métodos MNC 4h e MNC 2h deve-se as duas quinas reentrantes
(no afunilamento e na expansao do canal), aos pontos singulares e o uso de malha
uniforme. Os resultados para o método misto compacto indicaram que o método
de Newton convergiu apos 10 iteracoes para Re < 100, enquanto que para método

misto nao compacto o método convergiu para Re < 500.
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Conclui-se que a opc¢ao pela combinacao de métodos de segunda e
quarta ordem além da facilidade de implementacao do método para a geometria con-
siderada, ainda produz resultados mais precisos quando comparados com o método

de segunda ordem.



6 PERSPECTIVAS FUTURAS

A pesquisa desenvolvida neste trabalho pode ser enriquecida nos se-

guintes aspectos:

e Aplicar métodos de alta ordem em uma geometria semelhante a da artéria

carétida (Y);

e Estender a metodologia aplicada a problemas nao estacionarios a fim de acom-

panhar a evolucao temporal do comportamento do fluido;
e Estender também a metodologia aos fluidos nao newtonianos;

e Implementar modelos computacionais em trés dimensoes a fim de se obter
mais informacgoes sobre o comportamento do fluido. Esses modelos sao mais

realisticos e podem facilitar a compreensao do escoamento sanguineo.
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APENDICE

I DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Para ilustrar a discretizagao referida na equagao (37), apresenta-se
a seguir o processo de discretizacao das equacgoes governantes e suas respectivas
condigoes de fronteira. Na Figura 16 tem-se a geometria do canal com uma oclusao

e suas respectivas medidas, com ¢ variando no eixo x e j variando no eixo y.
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Figura 16: Dimensao do canal.
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I.1 Discretizagao — Método Compacto 5 x 5

Seja 1 uma funcao de duas variaveis reais. A seguir, apresenta-se as
condigoes de fronteira utilizadas para a aplicagao de um método compacto no dominio

computacional do canal com uma oclusao. O processo é dado por:

e Se: ((1<i<(nz/4)—1)e(l <j<ny—1))ou(((nz/4)—1<i< (nz/2)+1)
e(l<j<(ny/2)—1)ou(((nx/2)+1<i<nz—1)e(l<j<ny—1)),

entao
aproximacoes de segunda ordem
9% 1
9 ﬁ(@bi—&j — 6o + 15915 — 209 5 + 150115 — 6% + Yigs ),
0% 1

W = ﬁ(wi—zjﬂ — 29+ Vi—o i1 — A1 i+ 8Wim1; — 4

+ 690 — 12005 + 695 51 — 4 j1 + 8Vigr; — it i1 + Yige i

— 2iq0; + Vitoi-1),

1) |
D220y" = ﬁ(wiﬂ,j% — 20 5o + Vi1 j_o — Aip1 o1 + 81 — M1 i

+ 61 — 12005 + 6515 — 41 1 + 8V — A + Vit e

— 2 j1o + Vis1j42),

0 1
8—,11 g m(lpi_zj - Swi—lJ _'_ 8¢i+1,j - wi+27j)7
o

1
2—h5(¢i_27j+1 - ¢i—27j—1 - 4(wi—l,j+1 - ¢i—17j—1) + 6(wi,j+1 - ¢i7j—l)

— A(WYit1 41 — Yiz1-1) + VYizoj+1 — Yitai-1),

0x*dy
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PP

1

x> Q—hg,(_wiﬂ,j—z + 20 0 — Vi1 i + 201 i1 — A1+ 20
2Dip1 ja1 + 401 — 201 j1 + Vi e — 205 40 + Yic o),
0%
92 = Toppl iz 1681 = 30¢i, + 168 — Yiseg),
"y 1
0230y W(_wi—zjﬂg + lpi_gj_l + 2¢i_1,j+1 — 2%‘—1,]'_1 — 2¢i+1,j+1
2tit1 51+ Yira i — Yivaj-11),
oMY 1
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o 1
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Y 1
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Yivojra) — (Vicojro — 8Vt jr2 + 8Uit1 j42 — Vitaj+2)),
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oy 1
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Y 1
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m(¢i,j—2 - 8,¢i7j—1 + 8wi,j+1 — ¢i,j+2),
1
%(%’—3,)’ = 8Ui2,j + 13051 — 13815 + 8vivay — Yiss ),
1
144h3 (—(Yi-2,j-2 — 812 + 8Yis1j-2 — VYit2j—2) + 16(¢i—21

8i—1j-1 + 8Yiv1j-1 — Vitoj—1) — 30(Yi—a; — 8¢i_1j + 8Yiy1j — Vita,;)
16(ti—2,j41 — 8Wiz1j+1 + 8Vit1 41 — Yivoj1) — (Yiajro — i1 jo

8Yit1j+2 — Yitaj+2)),
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A o'y N (P P\ W (FyY P
NS = Ox* * oyt +28x2 - fie (0:)3 <0:1:2y+8—y3 oy \ 0z +0xy2 ’

% Y 9%y o (O Y
NS = 0xb + 28x48y2 + 0x? 0yt - fe (% (8$48y + 8x28y3)

2 4 4 3 3 5
mp(aw L O )+a¢a¢ 8¢(85¢+ &P )

2
T 2o \ ooy T ooy ) T oo oy \ 0 | 95802

B 28% 84¢+ o B Py PP
Oxdy \ dx*  0x20y? 0x20y 0xdy?

9% 0% 9%
NSy = 0x*0y? + 209328y4 + Oy - fie (

o [ O +05¢
Ox \ 0x20y3 Oy’

LGP (B BN P B ov (o
Oxdy \ 0x20y?*  Oy* 0x0y? 0220y Oy \ 0x30y?
LB P (0 0\ Pedy
Ox0y* 8 0xr3dy  O0xdy? oy3 0x3
_
DX = 0’

A 1 1) W (0" ol oY [ P
NS = arigy T 2amap T ap T <8x (aa:2ay2 oyt ) T ozoy \ 9220y

L PN (0 o P (P o
oy3 Oy \0z30y  Oxdy3 oy? \ 0z®  Ozx0y? ’

_ W
DY = oy
Y P Y o (Y o Py [ Py
NS = 0xd + 209338y2 + Ox Oyt - fie (% (8:17383/ + 8x0y3) + ox? (8:17283/
L 83_¢ o o N ot B Py (0% N D3
oy? oy \ ozt " 0x20y? Oxdy \ 0x®  Ox0y?
eqn = NSy + h*((NS,, + NS,,)/6 + Re(DXNS, — DY NS,)/12). (60)

A equacao (60) elimina os pontos cardeais resultando em uma método

compacto. Essa equagao é igual a equagao (36) exibida na segao 2.3.3.
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A seguir, tem-se aproximacoes de segunda ordem para as condigoes de

fronteira representadas pelo contorno de cor azul (ver Figura 16):

e Senao se: ((j =ny—1)e ((0 <i < nx/d) ou (nx/2 < i < nx)) ou (j =
(ny/2) —1le ((nx/4) —1 <i < (nz/2)+1)ou((j =1 e (0<i<nx))
ou (((ny/2)—1<j<ny—1)e ((i = (nx/4)—1)ou (i = (nz/2)+1))) ou
(I<j<ny—1)e((i=1)ou (i=nx—1)))), entao

Py 1
w = ﬁ(iﬂi_z’j — 4¢i—1,j + 6wz,j - 4¢i+1,j + wi+27j)’

o |

020y i (Wim1g-1 = 2im1g + Yimyjn = Wigor + Wiy — 2+ Yisago
— Qwi+17j + 7pi—l—l,j-{-l)a
oM 1
yt ﬁ(%,j—z — Ati g1+ 6iy — A1 + i),
o

1
% = %(wiﬂ,j—wi—u)’

Y 1
M = 2—h3(_wi—l,j—1 + Yic1 41+ 2 21 — 29 41 — Yigajo1 + Yig14+1),

0 1
a_y,lé} — %(_¢i,j—2 + Qwi,j—l — 27@@'79'-1-1 + 7pi,j-}-2)7
o

1
0—y = %(¢i7j+l_¢i7j—l)>

Y 1
95 %(—Qﬂi—z,j + 20515 — 2415 + Vigaj),

Y 1
W = 2—m(¢z’+17j+1 — Yic1j41 — 2%iv1j + 201 + Yir1 -1 — Yic1j-1)s

oM o' ' o (P PP o (P 0%
N = Gt T2 g T gy T 1 (a_x (8x28y - 8—y3) oy (% - 8:68y2)) (61)
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Agora apresenta-se as condicoes de fronteira para as paredes rigidas

que correspondem a linha preta na Figura 16:

e Senao se: ((j =ny) e ((0<i<nz/4) ou (nx/2 <i<nz))ou((j=ny/2)e

0<
(nz/4 <i<nzx/2))ou ((ny/2<j<ny)e (i=nx/4)ou (i =nz/2))) , entdo

eqn = ; ; — 1.

e Senao se: (0<j<ny)e(i=0oui=nx), entao

eqn = i — (7h/2)(3 — (jh*)).

e Senao se: (j=0)e (0<i<nzx),entao

eqn = wi,j’

Finalizando, tem-se as condigoes de fronteira para a linha de pontos
fantasmas que estao ilustradas pela cor vermelha na Figura 16. Apresenta-se as
condicgoes de fronteiras utilizadas que podem ser de segunda ordem ou quarta ordem,

logo:
e Sendaose: (j=ny+1)e (0<i<nz/4dounr/2<i<nz),entdo

— Segunda ordem
eqn = wi,ny—l—l - ¢i,ny—1-
— Quarta Ordem

eqn = (3t j + 100 1 — 18 o + 6¢; j—3 — i j-4) /(12h).
e Senao se: (j = (ny/2)+1)e ((nx/4)+1<i< (nz/2)—1), entao

— Segunda ordem

eqn = (¢(ny/2)+1,j - w(ny/2)—l,j)~
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— Quarta Ordem

eqn = (315 + 100, ;1 — 18, j_o + 6 j_3 — V5 j—4)/(12h).

Senao se: (i =—1)e (0 < j <ny),entao

eqn =1 — o ;.

Sendo se: (i =nzx+1)e (0 <j <ny), entdo

eqn = ¢nx+l,j - ¢nx,j~

Senao se: (j = —1) e (0 <i<ny), entdo

eqn = ;1 + Vi _1.

Sendo se: (i = (nx/4) +1) e ((ny/2)+1 < j < ny) , entao

— Segunda ordem
eqn = (¢(nx/4)+1,j - ¢(nx/4)—1,j)-

— Quarta Ordem

eqn = (31; ; + 10001 j — 189 ; + 613 ; — i_q;)/(12h).

e Senao se: (i = (nx/2) —1) e ((ny/2)+1 < j < ny) , entao

— Segunda ordem
eqn = (¢(nx/2)+1,j - ¢(nx/2)—1,j)-

— Quarta ordem

eqn = (315 + 10041 ; — 1840 + 6vits; — Viva ;) /(12R).

e Senao se: (j = (ny/2)+1)e (i=(nx/4)+1oui=(nx/2)—1), entao

eqn = wi,j - ¢i,j—2-

e Senao

eqn = 1; ;.



