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UMA ABORDAGEM PROBABILISTICA DO NUMERO DE
REPRODUCAO BASICA EM MODELOS EPIDEMIOLOGICOS COM
APLICAGCAO NA FERRUGEM DO EUCALIPTO

Autora: JULIANA YUKARI KODAIRA
Orientador: Prof. Dr. JOSE RAIMUNDO DE SOUZA PASSOS

RESUMO

Na epidemiologia matematica, uma importante medida derivada do
modelo deterministico associado a dinamica de transmissao de uma doenca infecciosa
é o numero esperado de infecgoes secundarias produzidas por um caso indexado em
uma populacao completamente suscetivel, conhecido como nimero de reproducao
basica Ry.

Utilizando simulagoes de Monte Carlo, estudamos o efeito da incer-
teza sobre Ry em modelos compartimentos de transmissao de doencas, associando
variaveis aleatorias uniformemente distribuidas a cada parametro constituinte de Rj.
Esta pertubacao sobre os parametros corresponde a imprecisao intrinseca de seus va-
lores na natureza. Neste trabalho também consideramos diferentes intervalos para

as taxas de transmissao de doenca com o intuito de avaliar seus efeitos dinamicos.
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Aplicamos este método a modelagem da ferrugem do eucalipto, que

¢ uma doenca muito comum e severa em plantacoes de Fucalyptus spp. e outras

mirtaceas, transmitida pelo fungo Puccinia psidic Winter. Hoje o eucalipto possui

importancia significativa tanto no mercado nacional quanto internacional e, portanto,
iniciativas que auxiliem seu manejo integrado de doencas sao imprescindiveis.

Nossos resultados mostram que o método utilizado é eficiente, pois

representa a influéncia das taxas de transmissao de doenca no padrao da distribuicao

de probabilidade aproximada de Ry, permitindo a obtencao das fungdes empiricas

percentilicas complementares para os modelos considerados.



A PROBABILISTIC APPROACH TO THE BASIC REPRODUCTION
NUMBER IN EPIDEMIOLOGICAL MODELS WITH APPLICATION
TO THE EUCALYPTUS RUST
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SUMMARY

In mathematical epidemiology, an important measure derived from the
deterministic model associated with the transmission dynamics of an infectious dise-
ase is the expected number of secondary infections produced by an indexed case in
a completely susceptible population, known as the basic reproduction number R,.

Using Monte Carlo simulations, we studied the effect of the uncertainty
on Ry in compartmental disease transmission models, associating random variables
uniformly distributed to each constituent parameter of Ry. This perturbation on the
parameters correspond to the intrinsic imprecision of their values in nature. In this
work we also consider different ranges for the disease transmission rates in order to
evaluate their dynamical effects.

We apply this method to the eucalyptus rust, which is a very com-

mon and severe disease in plantations of Fucalyptus spp. and others Myrtaceae,



xii
transmitted by the fungus Puccinia psidit Winter. Today, eucalyptus has significant
importance in both national and international market. Therefore, initiatives to help
its integrated disease management are essential.

Our results show that the method is efficient, since it represents the
influence of the disease transmission rates in the approximated probability distri-
bution pattern of Ry, allowing us to obtain the empirical percentile complementary

functions for the considered models.



1 INTRODUCAO

1.1 Epidemiologia

A palavra “epidemiologia” deriva do grego, definida por Hipdcrates no
século VI a.C.: epi = sobre; demos = povo, populacao; logos = estudo. Logo, em
sua etimologia, significa “estudo do que ocorre em uma populacao”.

As doencas que motivaram o desenvolvimento da teoria epidemiolégica
moderna foram as infecgoes na infancia, mais precisamente o sarampo, que entrou
em destaque para a saide publica no século XIX e inicio do século XX. No final do
século XIX, o epidemiologista britanico Willian Farr iniciou um sofisticado sistema
de estatisticas vitais tornando disponivel uma grande quantidade de dados relativos
a varias infecgoes infantis, consequentemente, possibilitou criar hipdoteses sobre me-
canismos fundamentais a disseminacao da epidemia. Foi somente nessa época que a
teoria dos germes de infecgao - a concepcao de que algumas infecgdes sao causadas
por organismos vivos, que se multiplicam dentro de um hospedeiro e possuem a capa-
cidade de transmissao para novos os hospedeiros - tornou-se firmemente estabelecida,
devido ao trabalho de Pasteur e outros (Roberts & Heesterbeek, 2003).

Os estudos epidemioldgicos geralmente sao focados em doengas huma-
nas e animais, mas sao cada vez mais comuns os trabalhos sobre plantas em ambientes
agricolas e naturais (Morens et al., 2004). Doengas em animais sdo preocupantes de-
vido ao risco de transmissao a populacao humana e também devido aos altos custos
para a erradicacdo, prejudicando o mercado interno e externo (Thompson et al.,
2002).

Na fitopatologia existem varios exemplos historicos de epidemia que
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sao economicamente e socialmente importantes, alguns citados em Gilligan & den
Bosh (2008): a “grande fome irlandesa” causada por Phytophthora infestans Mont.,
com um milhao de mortes e dois milhoes de emigracoes entre 1845 e 1847; a ferrugem
do café causada por Hemileia vastatriz Berk. & Br. durante os anos 60; queima
das folhas do milho do sul causada por Cochliobolus heterostrophus Drechsler nos
Estados Unidos em 1969-1970. Apés os trabalhos pioneiros Van Der Plank (1963),
Vanderplank (1984), surgem outros importantes nesta area, como Waggoner (1962),
Zadoks (1971), Zadoks & Van Den Bosch (1984), Leonard & Czochor (1980), Mundt
(1995), Madden (1980) e Jeger (2000).

Cada ameaca exige conhecimentos epidemiologicos especificos, primei-
ramente para identificar os processos que controlam a invasao e a persisténcia de
patogenos. Segundo, para otimizar a implantagao de estratégias de erradicacao ou

controle de surtos de doencas. Uma forma ¢é usando a epidemiologia matematica.

1.2 Epidemiologia matematica

Esta area denominada epidemiologia matematica vem se fortalecendo
nos ultimos tempos. Por ser um assunto de alta relevancia, varios pesquisadores
vem desenvolvendo modelos matematicos que possam contribuir para a compreensao
e erradicagao de doengas infecciosas em todo o mundo (Hethcote, 2000).

Um dos primeiros indicios foram desenvolvidos por Daniel Bernoulli
em 1760 (Murray, 2002). Porém, somente a partir da segunda metade do século
XIX, com o avango do conhecimento médico sobre as causas das doencas infecciosas,
houve o desenvolvimento de teorias matematicas para fenomenos em larga escala
(Hethcote, 2000).

Em Hamer (1906) esta postulado que o desenvolvimento de uma epi-
demia depende da taxa de contato entre individuos suscetiveis e infecciosos. Este
postulado, hoje conhecido como o principio de acao das massas, tornou-se o mais
importante conceito da epidemiologia matematica e estabelece que a disseminacao

de uma epidemia em uma populagao é proporcional ao produto da densidade de
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individuos suscetiveis pela densidade de individuos infecciosos. Este principio foi
originalmente formulado em um modelo de tempo discreto, mas, em 1908, Sir Ro-
nald Ross (o mesmo que descobriu que a maldria é transmitida por mosquitos) o
generalizou para tempo continuo em seus trabalhos sobre a dinamica da maldaria
(Gibson, 1978).

Em Kermack & McKendric (1927) é estabelecido o principio do limiar,
postulando que a introducao de individuos infecciosos em uma comunidade nao pode
levar a um surto epidémico a menos que a densidade de individuos suscetiveis esteja
acima de um certo valor critico. Este principio e o de acao das massas constituem a
base da epidemiologia matematica moderna.

As doencas infecciosas podem ser classificadas em duas grandes catego-
rias: microparasitarias, aquelas que possuem transmissao direta, como por exemplo,
catapora e gripe; e macroparasitarias, aquelas possuem transmissao indireta, ou seja,
necessitam de um agente transmissor secunddario para transmissao, como por exem-
plo, dengue e malaria (Edelstein-Keshet, 2005). Este estudo objetiva apenas modelos
e analises de doencas microparasitarias, devido a aplicagao escolhida.

Pode-se iniciar a modelagem de um processo infeccioso a partir dos
conceitos presentes no modelo presa-predador de Lotka-Volterra, considerando os
organismos infectantes como predadores em busca de um hospedeiro para o seu con-
sumo. Contudo nao é possivel medir, ou mesmo estimar, a quantidade total da
populacao do agente infeccioso, embora isto nao seja realmente necessario, é mais
sensato considerar apenas a distin¢ao entre aqueles que abrigam a doenga (hospe-
deiros) e aqueles que estao sauddveis, desta forma omite-se a populagao parasita
(Edelstein-Keshet, 2005).

Com essa proposta, a populacao, inicialmente heterogénea, sera divi-
dida em compartimentos, que representem seus varios aspectos tais como: imunidade
passiva, imunidade parcial, estdgios de infeccao, estrutura social e etaria, esquemas
de tratamento e vacinacao, entre outros. Deste modo, cada compartimento cor-

responde a uma diferente classe epidemioldgica, simbolizada pela letra S, E, I ou
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R de acordo com a notagao usual presente na literatura e adotada neste trabalho.
Dentro de cada classe, a populacao encontra-se homogeneamente distribuida. A
classe S representa os individuos suscetiveis a infec¢ao. Os individuos em periodo de
laténcia (incubagao) da doenga, ou seja, aqueles que contrairam a doenga e seus sin-
tomas ainda nao se manifestaram, sao classificados como individuos expostos, cuja
designacao é feita pela letra E. I é a classe dos individuos infectados, capazes de
transmitir sua doenga a outros hospedeiros. A classe dos removidos R inclui todos
os individuos que se recuperaram da infec¢ao e em alguns casos adquiram imunidade
a doenca, mesmo que temporaria. Pode-se modelar padroes distintos de comporta-
mentos de doencas, baseados nas diferentes maneiras em que um individuo flutua
entre tais compartimentos (Heffernan et al., 2005).
Esses modelos tém como objetivo descrever um fendmeno observado
e estudar os efeitos dos mecanismos de intervencao no sistema hospedeiro-parasita
(Yang, 2001). Assim como o modelo presa-predador, os modelos epidemioldgicos
sao baseados em um sistema de equagoes diferenciais que descrevem a evolugao
do nimero de individuos em cada compartimento. Estas equacoes dependem de
parametros que descrevem o sistema.
Um simples exemplo é o modelo SIR de Anderson & May (1991), mos-
trado em (1). Neste caso, a populacao é fechada, pois o ntimero total de individuos é
sempre constante, ou seja, N = S+ I+ R. Este modelo descreve uma doenca em que
a populacao é dividida entre individuos suscetiveis S, infectados I e recuperados com
imunidade temporaria R. Os individuos suscetiveis tornam-se infectados a uma taxa
(3, estes se recuperam a uma taxa « e os recuperados tornam-se suscetiveis depois de
v~! unidades de tempo. Como se trata de individuos, estamos interessados somente
nas solugoes nao negativas de S, I e R. Finalizando a formulagdo matemaética, as

condigoes iniciais sao S(0) = Sp > 0; I(0) = Iy > 0 e R(0) = 0.
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Em qualquer situagao de epidemia ¢ fundamental saber se a doenga vai
se espalhar ou nao, e se isto ocorrer, como ira se desenvolver com o tempo e quando
comecara a declinar. Uma importante medida é o nimero esperado de infecgoes
secundarias obtidas a partir de um tnico individuo infectado introduzido em uma
populagao totalmente suscetivel, comumente conhecido como ntimero de reproducao
bésica e representado por Ry (Heffernan et al., 2005). Este conceito veio emprestado
dos estudos demogréficos (Heesterbeek & Dietz, 1996), mas tomou uma importancia
muito grande na epidemiologia, pois o esforco de se controlar ou erradicar uma
doenca esta intimamente relacionado a este valor. Quando Ry < 1, um ntmero
pequeno de individuos infectados introduzidos em uma populagao completamente
suscetivel nao conseguira reproduzir um numero suficiente de infeccoes secundarias
para que a doenca se prolifere, e assim, a infeccao progressivamente desaparecera.
No caso contréario, Ry > 1, o nimero de individuos infectados cresceréd fazendo com
que a infeccao se propague, ou seja, haverd a persisténcia do patégeno na populagao
(Kouokam et al., 2008). Este niimero é uma medida do potencial para a disseminacao
da doenca dentro de uma populacao e quanto maior for o valor Ry, mais severa a
doenga sera (Heffernan et al., 2005).

Voltando ao exemplo, para o sistema (1), o nimero de reprodugao
basica ¢ Ry = %V A Figura (1.a) mostra o comportamento das classes epide-
miolégicas quando Ry < 1, ou seja, a doenca atinge o equilibrio livre da doenga.

Ja o grafico (1.b) mostra o comportamento para Ry > 1, quando a doenca atinge o

equilibrio presente na populacao.
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O ntmero de reproducao bésica é uma medida do potencial de disse-
minacao da doenca na populagao. Matematicamente, ele funciona como um limiar,

indicando qual comportamento o sistema ira atingir no equilibrio.

Ry=0,8333 <1 Ro=2,0833>1
(@ 5 0 (b) 4 0

n Suscetivel Suscetivel
i kL3 Infectado

Infectado
Recuperado Recuperado

3r

30F

251

Individuos

201

Individuos

0 5 10 15 20 25 30 35 40 20 25 30 35 40
Tempo Tempo

Figura 1: Dinamica do sistema (1) para o equilibrio livre da doenca (a) e equilibrio com a presenca
da doenga (b). Considerando 45 individuos suscetiveis e 5 infectados inicialmente; o« = 0, 6; v = 0, 3;

B =0,01em (a) e 8 =0,025 em (b).

A proposta deste trabalho é, para varios modelos epidemiolégicos co-
nhecidos na literatura, estudar o efeito da incerteza em Ry, associando cada um
de seus parametros a variaveis aleatérias uniformemente distribuidas, utilizando o
método de simulacao de Monte Carlo. A ideia subjacente a esta pertubacao sobre os
parametros corresponde a imprecisao intrinseca de seus valores na natureza. Consi-
deramos diferentes intervalos para as taxas de transmissao de doenca com o intuito

de avaliar seus efeitos dinamicos.

1.3 Ferrugem do Eucalipto

O eucalipto é uma &arvore de rapido crescimento, ampla adaptabili-
dade e sua madeira é excelente para varios fins industriais. Funciona como floresta
de substituicao sustentavel para a produgao de papel, celulose, energia e madeira
solida, pois sequestra carbono da atmosfera, é fonte eficiente de producao de fibras e

bioenergia e contribui para a recuperacao de areas degradadas. Mais de cem paises
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tropicais e subtropicais o plantam, sendo sua area cultivada no planeta cerca de 18
milhoes de hectares e sé no Brasil em torno de 3,5 milhoes de hectares. No Bra-
sil, o eucalipto como matéria-prima da industria é responsavel por cerca de 2% do
PIB e estd entre os principais produtos de exportagao com uma contribuicao de
US$ 6 bilhoes por ano e geracao de mais de dois milhoes de empregos diretos e
indiretos (pesquisador Dario Grattapaglia da Embrapa Recursos Genéticos e Biotec-
nologia; fonte: http://www.embrapa.gov.br/imprensa/noticias/2008/dezembro/2a-
semana /pesquisador-da-embrapa-ganha-premio-madeira-2008).

Hoje a ferrugem do eucalipto, causada pelo fungo Puccinia psidii Win-
ter, é uma doenca muito comum e severa em plantacoes de Eucalyptus spp. A sua
primeira descrigao, em termos cientificos, foi realizada por Winter (1884) e no Brasil
por Joffily (1944). Atualmente, registros de surtos significativos tém sido feitos no
Sudeste da Bahia, Nordeste do Espirito Santo e no Vale do Rio Doce de Minas Ge-
rais. Portanto, a ferrugem do eucalipto deixou de ser uma doenca de raras ocasioes,
sendo considerada uma doenga relevante para procedéncias suscetiveis com menos
de dois anos de idade, ou até o estdgio fenolégico B (Bergamin Filho & Amorim,
1996). A importancia econémica do tratamento da ferrugem esta relacionada as
condigbes de campo, pois nos viveiros a doenga é facilmente controldvel (Ferreira,
1989). As plantas severamente afetadas pela doenca, quando comparadas as isentas
ou levemente infectadas, apresentavam crescimento inferior ao restante da plantacao
(Bergamin Filho & Amorim, 1996).

Em Viégas (1961) existem registros de treze diferentes géneros de plan-
tas, incluindo mais de vinte e cinco espécies nativas e exéticas existentes no Brasil,
que sao suscetiveis ao P. psidii. Na regiao de Vigosa-MG, as plantas mais atacadas
sao Callistemon speciosus, Eucalyptus spp., Syzigium jambos (jambeiro), Fugenia
uniflora (pitangueira), Myrcia jaboticaba (jaboticabeira), Psidium ara¢a (aragd) e
Psidium guajava (goiabeira). Nestas plantas, essa ferrugem incide sobre os érgaos
aéreos tenros, primordios foliares, peciolos e terminais de galhos, ramos e haste prin-

cipal. Em algumas plantas, como a jabuticabeira, os frutos sao os mais afetados pela
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doenca. Acredita-se que o patdgeno provém das mirtaceas nativas e por isso também

¢ chamada de ferrugem das mirtaceas (Coutinho & Wingfield, 1998).

Figura 2: Sintomas de ferrugem causada por Puccinia psidii em algumas espécies de Myrtaceae:
(a) Fucalyptus spp., (b) Psidium guajava (goiabeira), (c) Myrcia jabuticaba (jabuticabeira) (d)
Eugenia uvalha (uvaia). Fonte: Prof. Dr. Edson Luiz Furtado (UNESP /Botucatu).

O controle da ferrugem do eucalipto pode ser feito por: resisténcia
interespecifica ou interprocedéncia (reflorestamento com procedéncias genéticas mo-
deradamente ou altamente resistentes), resisténcia intraprocedéncia (reflorestamento
com plantagoes adultas pesadamente infectadas de modo natural), escape (explorar
a caracteristica de precocidade para crescimento em alturas ou evitar épocas mais
favoraveis a doenga para o ataque a brotagoes logo apds o corte raso) e fungicidas
(clonais, de viveiro, de plantios novos) (Bergamin Filho & Amorim, 1996). Con-
tudo, a melhor medida de controle é a utilizacao da resisténcia genética, pois assim
o impacto de fungicidas no ambiente é reduzido (Alfenas et al., 1989).

O grande desenvolvimento da epidemiologia nos ultimos anos deveu-
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se as possibilidades de seu uso na otimizagao do controle de doencas. Atualmente,
aceita-se que nao é necessario banir as doencas de plantas de uma area para o seu
controle economicamente eficiente e portanto ¢ funcao do epidemiologista encontrar
um ponto de compromisso entre o nivel de doenga e medidas de controle a serem
utilizadas. Esta é a ideia central do manejo integrado de doencas, sintetizada no
conceito de que tanto o excesso quanto a falta de medidas de controle levam a
prejuizos semelhantes (Takahashi, 2002).

A partir dos conhecimentos da epidemiologia matemaéatica e das in-
formagoes biologicas sobre a doenca, pretendemos formular um modelo que melhor
descreva a ferrugem do eucalipto em condigoes de campo. A partir desse modelo, es-
tudar o efeito da incerteza em seu niimero de reproducao bésica utilizando o método

de Monte Carlo.



2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 Numero de Reproducao Basica R
2.1.1 Definicao

Na Epidemiologia matematica, uma importante medida derivada de
um modelo mateméatico deterministico associado a dinamica de transmissao de uma
doenca infecciosa é o numero de reproducao basica, normalmente representado por
Ry. No entanto outras denominagoes sao também utilizadas, como taxa de re-
producao basica e razao de reproducao basica. Ele é definido como o ntimero espe-
rado de infecgoes secundarias produzidas por um caso indexado em uma populacao
completamente suscetivel (Van Den Driessche & Watmough, 2008). Quando Ry < 1,
um nimero pequeno de individuos infectados introduzidos em uma populagao com-
pletamente suscetivel nao conseguird reproduzir um numero suficiente de infec¢oes
secundarias para que a doenga se prolifere, e assim, a infecgao progressivamente de-
saparecera. No caso contrario, Ry > 1, o ntimero de individuos infectados crescera
fazendo com que a infeccao se propague, ou seja, haverd a persisténcia do patdgeno
na populacao (Kouokam et al., 2008). Este niimero é uma medida do potencial para
a disseminacao da doenca dentro de uma populacao e quanto maior for o valor Ry,
mais severa a doenca serd (Heffernan et al., 2005).

Nota-se que o niimero de reproducao bésica é¢ um parametro limiar para
invasao de um patégeno em uma populacao completamente suscetivel. Contudo,
uma vez que a doenca tenha comecado a se disseminar, as condigoes favoraveis
de sua proliferagao sao alteradas e Ry nao serd mais uma boa medida associada a

transmissao da infeccdo (Van Den Driessche & Watmough, 2008).
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2.1.2 Calculo

Método 1

Na introdugao apresentamos um simples exemplo do modelo SIR des-
crito por Anderson & May (1991), representado pelo sistema (1). A partir deste
iremos desenvolver o calculo do seu nimero de reproducao basica na forma como é
apresentada em Murray (2002).

Relembrando, as fungoes S(t), I(t) e R(t) representam a quantidade
de individuos, respectivamente, suscetiveis, infectados e recuperados no instante ¢
de tempo em uma populagao fechada, assim N = S + I + R e estamos interessados
somente em solugoes positivas para o sistema. Os individuos suscetiveis tornam-se
infectados a uma taxa (3, estes se recuperam a uma taxa « e os recuperados tornam-
se suscetiveis depois de ! unidades de tempo. E por fim, as condicoes iniciais sdo
S(0)=S9>0,1(0)=1y>0e R(0)=0.

Da segunda equagao de (1), temos que

dl >0 >p
— = (/650 — Oé)[o se SO s P =

«
t=0 <0 <p s

Desde que a primeiro equagao de (1) seja % <0, 5 <8y, temos

% — [(3S — @) < 0,9t >0,

se Sp < a/3, neste caso, Iy > I(t) — 0 quando t — oo, assim a infecgao desaparece,
isto é, nenhuma epidemia ocorre. Mas se Sy > «/f, entao I(t) cresce, ou seja,
I(t) > Iy para alguns instantes t > 0, e consequentemente, tem-se uma epidemia.
Vemos que temos um fenémeno limiar, onde o parametro critico é o p = «/[3, este
muitas vezes é chamado de taxa de remocao relativa e a sua reciproca o(= /a) de

taxa de contato da infeccao.
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Portanto,

Ry = 2)

¢ o numero de reproducao basica desta infeccao, ou seja, o nimero de infecgoes
secundarias produzidas a partir de um unico individuo infectado introduzido em
uma populagao totalmente suscetivel. Se mais de um caso secundario for produzido
a partir do primeiro, Ry > 1, temos, portanto, uma epidemia.

Esta é uma forma de se encontrar o Ry, mas para alguns casos, a sua
definigao e o seu célculo podem ser complicados (Murray, 2002). Desta forma, a

seguir apresentamos outro método para a obtencao do nimero de reproducgao bésica.

Método 2

O calculo do ntimero de reproducao basica utilizando o método descrito
em Van Den Driessche & Watmough (2008).

Usaremos modelos compartimentados para a transmissao de doenca,
em que os individuos sao caracterizados por uma variavel tnica, de estado discreto.
Um compartimento é chamado de compartimento de doenca se os individuos nele
contido estiverem infectados, em estdgios assintomaticos ou sintomaticos. Suponha
que existem n compartimentos de doenga e m compartimentos de nao doenca, e sejam
xr € R" e y € R™ os vetores cujas entradas apresentam as subpopulacoes em cada
um destes compartimentos. Denotamos por F; a taxa de infecgbes secundérias que
aumenta a populacao no i-ésimo compartimento e por V; as taxas de progressao da
doenca, mortalidade e recuperacao, ou seja, as taxas que diminuem a populacao no i-
ésimo compartimento. Desta forma, o sistema dinamico do modelo compartimentado

pode ser escrito na seguinte forma:
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du; :
= = Ry -V,  i=l..n,
(3)
dy; .
d—tj = gj(zay)a ]:1,...,7’)1,

\

Esta decomposicao da dinamica, nas taxas F; e V;, e a designagao de
compartimentos infectados e nao infectados pode nao ser tnica. Diferentes decom-
posicoes correspondem a diferentes interpretacoes epidemioldgicas do modelo.

O célculo do ntimero de reproducao basica é baseado na linearizagao
do modelo de equagoes diferenciais sobre o equilibrio livre da doenca. Assumimos
as seguintes suposicoes para assegurar a existéncia deste equilibrio e garantir que o

modelo é bem posto:

(S1) Fi(0,y) =0 e V;(0,y) = 0 para todoy > 0 com i = 1,...,n. Todas as novas
infecgoes sao secundarias e surgem a partir de hospedeiros infectados. Nao existe
imigracoes de individuos nos compartimentos de doenca.

(S2) Fi(x,y) > 0 para todos x e y nao negativos com i = 1,...,n. F; representa as
novas infecgoes e nao pode ser negativa.

(S3) Vi(x,y) < 0 para qualquer x; = 0 com ¢ = 1,...,n. Cada componente V;
representa uma saida liquida do compartimento 7 e deve ser negativo sempre que o
compartimento estiver vazio.

(S4) >, Vi(z,y) > 0 para todo z e y ndo negativos. Esta soma representa o total
de saida a partir de todos os compartimentos infectados. Assumimos que os termos
do modelo que levam ao aumento em . x; representam infecgoes secundérias e
por isso pertencem ao conjunto dos F;.

(S5) O sistema livre de doenga y' = ¢(0,y) tem um tnico equilibrio que é assintoti-
camente estdvel. Ou seja, todas as solugdes com condigoes iniciais da forma (0, y)
aproximam-se do ponto (0,7,) para t — oo. Este ponto representa o equilibrio livre

da doenca.
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A suposicao (S1) assegura que o conjunto livre da doenga, o qual con-
siste em todos os pontos da forma (0,y), é invariante no tempo. Ou seja, qualquer
solucao sem individuos infectados em algum instante de tempo serd livre da infeccao
para todo tempo.

Considerando que um tnico individuo infectado é introduzido em uma
populagao originalmente livre da doenga, a habilidade inicial da doenca em se propa-
gar pela populacao é determinada por uma investigacao da linearizacao da primeira
equacao de (3) no ponto de equilibrio livre da doenga (0, 7). Usando a suposi¢ao
(S1), pode-se mostrar que:

oF; Vi

8—yj(0’y0) = 8—yj(0’y0) =0, V(i 7).

Esta relagao implica que as equagoes linearizadas para as variaveis x estao desacopla-
das em relacao as equacoes para y. As equagoes linearizadas para os compartimentos
de doenca podem ser reescritas como:

dx

==V @

em que F' e V sao matrizes n X m com entradas:

OF: oV, .
F., = =40, = —(0,10), J)-
9, 0,90) e Vi 0, (0, %0) v(i, j)

A suposicao (S5) assegura que a estabilidade do sistema (3) é completamente deter-
minada pela estabilidade linear de (F' — V') na equacao (4).

O numero de infecgoes secundérias produzidas por um tnico individuo
infectado pode ser expresso como o produto da duracao esperada do periodo in-

feccioso com a taxa de ocorréncia de infecgoes secundarias. Para o modelo geral
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com n compartimentos de doenga, estas quantidades sao calculadas para cada com-
partimento para um caso hipoteticamente indexado. O tempo esperado que o caso
indexado gasta em cada compartimento é dado pela integral fooo o(t, xo)dt, em que
o(t,zo) ¢é a solugao de (4) com F = 0 (i.e., sem infecgoes secundérias) e xy sao as

condigoes iniciais nao negativas, que representam o caso indexado infectado:

Ccll—f =—Vu, z(0) = xp. (5)
De fato, a solucao ¢(t, xo) mostra a trajetéria do caso indexado pelos compartimentos
de doenca, a partir da exposicao inicial até a morte ou a recuperacao. O i-ésimo
componente de ¢(t, xg) pode ser interpretado como a probabilidade do caso indexado,
introduzido no tempo t = 0, estar no compartimento ¢ no instante t. A solugao para
(5) é ¢(t,x9) = e Vtxy, cuja exponencial de uma matriz é definida pela série de
Taylor
2 3 k
eA:I+A+%+%+...+%+...

Esta série converge para todo t. Entao, fooo o(t,zo)dt = V7~ lxg e a entrada (i, 7)
da matriz V~! pode ser interpretada como o tempo esperado que um individuo
inicialmente introduzido no compartimento de doenca j gasta no compartimento de
doencga 1.

A entrada (i,j) da matriz F' é a taxa de infecgdes secundérias produ-
zidas no compartimento ¢ devido a um caso indexado no compartimento j. Assim, o
nimero esperado de infecgoes secundarias produzidas por um caso indexado é dado

por:

x0
/ Fe_VtLU()dt = FV_ISL’(].
0

A matriz K = FV ! é conhecida como a matriz da geracdo sequinte para o sistema
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no equilibrio livre da doenga (Diekmann & Heesterbeek (2000)). A entrada (i, j)
de K é o numero esperado de infecgoes secundarias no compartimento ¢ produzidas
por individuos inicialmente no compartimento j, assumindo que o meio permanece
homogéneo durante da sua infecgao.

A matriz da geracao seguinte K é nao negativa e, portanto, tem um
autovalor nao negativo de méximo do médulo p(K), este, por sua vez, é denominado
raio espectral da matriz K. O raio espectral p(K) estd associado a um autovetor nao
negativo w, que representa a distribuicao de individuos infectados que produzem o
maior nimero de infecgbes secundérias por geragao. Assim, p(K) e w definem uma
infeccao tipica e o nimero de reproducao basica pode ser rigorosamente definido
como o raio espectral da matriz da geragao seguinte K, ou seja, Ry = p(K). Se K
¢ irredutivel, entao Ry é um simples autovalor de K. Mas, se K é redutivel, como
¢ o caso de doengas com miultiplas racas, entao K pode ter vérios autovetores reais
positivos correspondendo aos nimeros de reproducao para cada tipo competidor da

doenga.

A demonstracao da estabilidade local e global do equilibrio livre de
doenga do sistema (3) se encontram em (Driessche & Watmough, 2002) e (Van Den

Driessche & Watmough, 2008).

2.2 Modelo SIR

Os modelos do tipo SIR sao divididos em trés compartimentos: nimero
de individuos suscetiveis S, infectados I e removidos R. Portanto, estes modelos
estao relacionados com doencas em que os individuos infectados podem se recuperar
e adquirir imunidade permanente. Frequentemente, eles sao utilizados para descrever
doencgas que ocorrem na infancia, como rubéola, catapora e sarampo. No caso de
doencas de plantas, quando os individuos sao os tecidos da planta, o compartimento
R representa os individuos que no ciclo final da doenca nao poderao ser infectados

novamente, mas também nao estao sadios. Um exemplo é a doenca do cancro da
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haste de batatas causada pelo fungo de solo Rhizoctonia solani (Gilligan et al., 1997).
Nesta secao, empregamos apenas os modelos do tipo SIR com dinamica
demografica (Chowell et al., 2009), pois consideramos nascimentos e mortes. Assu-
mimos uma taxa de recrutamento da populagao II, que também pode ser chamada de
taxa de nascimento, e uma taxa de mortalidade natural y, proporcional ao tamanho
da populacao em cada compartimento. Também supomos que nao ha mortes devido
a doenca em estudo. Novas infecgoes ocorrem através do contato entre individuos
suscetiveis e infectados a uma taxa (3, a qual geralmente depende da densidade total
da populagao N (Van Den Driessche & Watmough, 2008). Contudo aqui, por simpli-
cidade, consideraremos 3 como uma constante. Os individuos infectados tornam-se
removidos a uma taxa a.
Os parametros u, § e a podem ser interpretados como as probabilida-
des de ocorréncia de suas transicoes correspondentes. Portanto, estas taxas assumem

valores positivos entre 0 e 1.

2.2.1 O modelo SIR sem tratamento

A dinamica do modelo SIR sem o tratamento dos individuos infectados
¢ descrita no sistema (6) e representada no diagrama de progressao da Figura (3).

A descricao dos parametros utilizados no modelo estda na Tabela 1.

BIN Q pSL I al | R
s pul R

Figura 3: Diagrama de progressao para o modelo SIR sem o tratamento dos individuos infectados

(sistema 6).
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ds

d gs1— () (6)
di

dR

Al Y

dt ol = plt

Considerando o numero total de individuos constante N =S+ 1 + R

(sistema fechado), a partir do sistema de equagoes (6) podemos afirmar que:

I(N) = pN (7)

Igualando a zero cada equagao do sistema dinamico (6) é possivel en-
contrar os pontos de equilibrios livre de doenga (8) e com a presenga de doenga (9)
do modelo. A partir do método 2 descrito na secao 2.1.2, obtemos o nimero de

reprodugao bésica (10) deste modelo cujo célculo é apresentado na secao 4.1.1.

II
s o ey (Pro o pa,
(SDleuRD) - ( ﬁ 7/1/"_05 ﬁ’,U/[D> . (9)
__pl

2.2.2 0O modelo SIR com tratamento

O objetivo principal do modelo SIR com o tratamento dos individuos
infectados é aumentar a velocidade de recuperagao da infec¢ao, diminuindo o tempo
de permanéncia no compartimento de doenca. A taxa que estes individuos se recu-

peram devido ao tratamento é r, que também assume um valor positivo entre 0 e 1.
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O tratamento pode ser descrito por intimeras fungoes do nimero de individuos in-
fectados Li et al. (2009), mas aqui assumimos apenas o comportamento linear desta
medida de controle. A dindmica do modelo é descrita pelo sistema (11), representado
no diagrama de progressao da Figura (4). A descrigao dos parametros utilizados no

modelo esta na Tabela 1.

s T AR
s pul R

Figura 4: Diagrama de progressao para o modelo SIR com o tratamento dos individuos infectados

\A 4

(sistema 11).

ds
— = II- — BSI1
dt ps = 05
dI
Y & gST—(utra+n)i (11)
dt
% = (a+7r)]—uR
Novamente consideramos um sistema fechado N = S + I + R, de

maneira que a equagao (7) permanece valida.

Igualando a zero cada equacao do sistema dindmico (11) é possivel
encontrar os pontos de equilibrios livre de doenga (12) e com a presenga de doenca
(13) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o nimero de

reprodugao bésica (14) deste modelo cujo calculo é apresentado na segao 4.1.2.

* * 3 H
(S5 I3 R = (;,0,0) . (12)
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B ptotr II pootr o,
15, Ry) = -, —I7). 13
(D>Da D) ( /6 ’[L—I-Oé—i—’l“ /69 L D) ()
11
Ry— — L (14)
p(p+a+r)

2.3 Modelo SEIR

Os modelos do tipo SEIR sao divididos em quatro compartimentos:
individuos suscetiveis S, expostos F, infectados I e removidos R. No segundo com-
partimento temos individuos que possuem a doenca, mas os sintomas ainda nao se
manifestaram, caracterizando o periodo de laténcia (incubagao) da infecgao.

Aqui usamos modelos do tipo SEIR com dinamica demografica
(Chowell et al., 2009), pois consideramos as taxas de nascimento e da mortalidade
da populagao. Assumimos uma taxa de recrutamento II, que também é chamada de
taxa de nascimento, e uma taxa de mortalidade natural y, proporcional ao tamanho
da populacao em cada compartimento. Supomos que nao ha mortes causadas pela
doenga em estudo, e também consideramos que os individuos infectados tornam-se
removidos a uma taxa a.

Os parametros p e a podem ser interpretados como as probabilidades
de ocorréncia de suas transi¢coes correspondentes. Portanto, estas taxas assumem
valores positivos entre 0 e 1.

Existem casos em que os individuos expostos sao considerados conta-

giosos e outros nao. A seguir veremos estes casos.

2.3.1 Modelo SEIR com expostos nao infecciosos

No modelo SEIR com individuos expostos nao infecciosos, as infeccoes
ocorrem através do contato entre os individuos suscetiveis e infectados a uma taxa (3,

a qual normalmente depende da densidade total da popula¢ao N (Van Den Driessche
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& Watmough, 2008), mas aqui consideramos como uma constante, por simplicidade.
Os expostos evoluem a uma taxa x para o compartimento dos infectados. A dinamica
do modelo é descrita pelo sistema (15), representado no diagrama de progressao da

Figura (5). A descrigdo dos parametros utilizados no modelo estd na Tabela 1.

BIN Q BSL E KE I al | R
IS JE wul WR

Figura 5: Diagrama de progressao para o modelo SEIR com individuos expostos nao infecciosos

(sistema 15).

ds
dE
= BSI—(u+r)E
. (15)
% = KE—(p+a)l
dR

Novamente consideramos um sistema fechado N = S+ E+ I + R, de
maneira que a equacao (7) permanece valida.

Igualando a zero cada equagdo do sistema dinamico (15) ¢é possivel
encontrar os pontos de equilibrios livre de doenga (16) e com a presenga de doenga
(17) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o nimero de

reprodugao bésica (18) deste modelo cujo cédlculo é apresentado na secao 4.2.1.

I
(St E;, I, R;) = (ﬁ,o,o,o) . (16)
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(H+r)(p+a) T ppt+a) &
Bk pt K Bk u+a

* * * * * a *
(SDaEDa[D>RD) - ( ED> ;ID) . (17)
Orll

b= T )t m)

(18)

2.3.2 Modelo SEIR com expostos infecciosos

O modelo SEIR com individuos expostos infecciosos, novas infeccgoes
ocorrem por meio do contato dos individuos suscetiveis com os expostos e os in-
fectados. Supomos que os individuos do compartimento dos expostos sao pouco
infecciosos e, consequentemente produzem infecgoes secundarias a uma taxa e (Van
Den Driessche & Watmough, 2008), em que € varia entre 0 e 1. A dinamica do mo-
delo é descrita pelo sistema (19), cujo diagrama de progressao é mostrado na Figura

(6). A descri¢ao dos parametros utilizados no modelo estd na Tabela 1.

I1 BSI kE

S E" IR
PEIE S T IR

Figura 6: Diagrama de progressao para o modelo SEIR com individuos expostos infecciosos

\A 4

(sistema 19).

95 S BSE - BSI
dt
E
Cii_t = efSE+pBSI— (p+rK)E
(19)
dI
% = HE—(M+OK)]
R
kY S
| at ol = pht
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Novamente consideramos um sistema fechado N = S+ E + I + R, de
maneira que a equagao (7) permanece valida.

Igualando a zero cada equagdo do sistema dinamico (19) ¢é possivel
encontrar os pontos de equilibrios livre de doenga (20) e com a presenga de doenca
(21) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o ntimero de

reprodugao bésica (22) deste modelo cujo calculo é apresentado na segao 4.2.2.

II
(ST, B, I, Ry) = (—,0,0,0) . (20)
W
.
« _ (pte)(pta)
D Ble(p+a)+x]
Br o— L plpto)
D pte  Ble(pta)+s] (21)
I = wakb
II
RO = ﬁ (E + r ) . (22)
pp+ k) p+a

2.4 Modelo SI

O modelo mais simples para descrever dinamicas infecciosas é deno-
minado SI. Este é utilizado para descrever a dinamica de apenas dois tipos de in-
dividuos: suscetiveis S e infectados I. Se o modelo apresenta dinamica demografica,
entdo os nascimentos e as mortes naturais também sao considerados (Chowell et al.,
2009). Assumimos uma taxa de recrutamento da populacao II, que também pode ser
chamada de taxa de nascimento, e uma taxa de mortalidade natural y, proporcional
ao tamanho da populacao em cada compartimento. Supomos também que nao ha
mortes causadas pela doenca em estudo. Novas infecgoes ocorrem através do contato

entre os individuos suscetiveis e infectados a uma taxa (3, a qual geralmente depende



24
da densidade total da populacdo N (Van Den Driessche & Watmough, 2008), mas
aqui consideramos 3 constante por simplicidade.

Os parametros i e o podem ser interpretados como as probabilidades
de ocorréncia de suas transi¢oes correspondentes. Portanto, estas taxas assumem
valores positivos entre 0 e 1.

A dinamica do modelo SI é descrita pelo sistema (23), cuja repre-
sentagao diagramadtica é mostrada na Figura (7). A descricao dos parametros utili-

zados no modelo esta na Tabela 1.

S T

s pul

Figura 7: Diagrama de progressiao para o modelo SI (sistema 23).

% = II—puS—pSI
(23)
dl
— = I —ul
o BST —

Novamente consideramos um sistema fechado N = S + I, de maneira
que a equagao (7) permanece valida.

Igualando a zero cada equagao do sistema dinamico (23) é possivel
encontrar os pontos de equilibrios livre de doenga (24) e com a presenga de doenga
(25) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o nimero de

reprodugao bésica (26) deste modelo cujo célculo é apresentado na secao 4.3.

st = (50) (24)
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Soutp) = (M50 ). (25)

gpu B
Sl BN
Ry = F = 7 (26)

2.5 Modelo SI com progressao de estagios

O modelo com progressao de estagios aqui proposto é baseado nos que
estao descritos em Hyman et al. (1999) e Driessche & Watmough (2002). Este modelo
apresenta apenas um compartimento de nao infectados e varios estagios progressivos
da infeccao, que dependem da alteracao de infectividade da doenca. O modelo é
aplicaivel em doengas em que as probabilidades de transmissao variam de acordo
com as mudangas da carga viral no individuo infectado, em particular HIV/AIDS.

O modelo utilizado considera a dinamica demografica do sistema.
Logo, assumimos uma taxa de recrutamento da populacao II, que também pode
ser chamada de taxa de nascimento, e uma taxa de mortalidade natural p, propor-
cional ao tamanho da populagao em cada compartimento. No caso da HIV/AIDS,
assume-se que as taxas de mortalidade variam de acordo com o grau de infectividade,
mas dentro do escopo deste trabalho consideramos somente taxas idénticas. Supomos
também que nao hé mortes causadas pela doenga em estudo. Para a descricao do
modelo geral, utilizaremos n estagios de doenca. O parametro 3;, com i =1,...,n,
representa a taxa de infeccao dos individuos suscetiveis através do contato com in-
dividuos no i-ésimo estagio da doenca. Os individuos infectados no estagio i da
doenca permanecem neste compartimento por ;' unidades de tempo.

Os parametros u, (3; e v;, para todo ¢ = 1,...,n, podem ser inter-
pretados como as probabilidades de ocorréncia de suas transigoes correspondentes.
Portanto, estas taxas assumem valores positivos entre 0 e 1.

A dinamica do modelo SI com progressao de estagios é descrita pelo

sistema (27), cuja representacao por um diagrama de progressao é exibida na Figura
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(8). A descri¢ao dos parametros utilizados no modelo estd na Tabela 2.

I1 SYi—1 Bil; vil1 volo  Vpailn-
— S N 1 1, 11=In

s s o L,

Figura 8: Diagrama de progressao para o modelo SI com progressao de estagios (sistema 27).

s -
TR
drI =
d_tl = SZ@E — (u+v)h
i=1 (27)
dl
d_tk = yk_llk_l—(,u—l—l/k)lk, k::2,3,...,n—1
dl,
E = Up1lp 1 — ,UIn

Novamente consideramos um sistema fechado N = S+ 11+ 1,+...+1,,
de maneira que a equacao (7) permanece vélida.

Igualando a zero cada equagdo do sistema dinamico (23) ¢é possivel
encontrar os pontos de equilibrios livre de doenga (24) e com a presenga de doenca
(25) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o nimero de

reprodugao bésica (26) deste modelo cujo calculo é apresentado na segao 4.4.

* * * * H
(SL’[].L’IzL""’[nL): (ﬁ,0,0,...,O). (28)
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Shp = c Hz 1 (,U + I/,)
N e |
]1D T optun C i:2 (IU’ + VZ) (29)
I;D = Ziy;],: 1ps VkE=2,....n—1
L I, = Vnu ot I 1p
Em que
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1
C=pb [[(utvi)+p) [ﬁj ( I (n+w ) (H w) + s [ [ vit B [ [ -
i=2 j=2 i=j+1 i=1 i=1

_ T Bov Bsv1v2 Bnvive..Vn_1
Ro = oo [51 t e T s Tt (u+u2)~-(u+l/n71)u]

(30)

_ Bnvn—1 n—2 . vj
= [ﬂﬁz ( HMVH)JF 211 1_1—u+5j+1].

2.6 Modelo SIS

O modelo SIS é dividido em dois compartimentos: ntmero de in-
dividuos suscetiveis S e infectados I. Esta abordagem ¢ utilizada nos casos em
que a doenca nao atinge imunidade, pois neste modelo o individuo pode passar do
estado infectado para suscetivel novamente. Os modelos SIS sao apropriados para
varias doencas causadas por agentes bacterianos, nas quais a recuperagao nao protege
contra uma reinfeccao, como a meningite meningococica e varias doencas venéreas.
H&a também exemplos para infecgoes transmitidas por protozoarios, como a maléria.

Se o modelo apresenta dinamica demografica, entao os nascimentos
e as mortes naturais também sao considerados (Chowell et al., 2009). Assumimos
uma taxa de recrutamento II, que também é chamada de taxa de nascimento, e
uma taxa de mortalidade natural u, proporcional ao tamanho da populagao em cada

compartimento. Supomos que nao ha mortes causadas pela doencga em estudo, e
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também consideramos que os individuos infectados se recuperam a uma taxa v sem
adquirir imunidade. Novas infeccoes ocorrem através do contato entre os individuos
suscetiveis e infectados a uma taxa 3, a qual geralmente depende da densidade total
da popula¢ao N (Van Den Driessche & Watmough, 2008), mas aqui consideramos /3
constante por simplicidade.

Os parametros u, v e 3 podem ser interpretados como as probabilidades
de ocorréncia de suas transicoes correspondentes. Portanto, estas taxas assumem
valores positivos entre 0 e 1.

A dinamica do modelo SIS é descrita pelo sistema (31), cuja repre-
sentagdo do diagrama de progressao é exibida na Figura (9). A descrigdo dos

parametros utilizados no modelo estao na Tabela 1.

n BSI

—1 S = I
WS pu

Figura 9: Diagrama de progressao para o modelo SIS (sistema 31).

% = I—-p6ST—puS+~I
(31)
dl
— = BSI- I
= BST — (p+7)

Novamente consideramos um sistema fechado N = S + I, de maneira
que a equagao (7) permanece valida.

Igualando a zero cada equagao do sistema dinamico (31) é possivel
encontrar os pontos de equilibrios livre de doencga (32) e com a presenga de doenga
(33) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o ntiimero de

reprodugao bésica (34) deste modelo cujo célculo é apresentado na secao 4.5.
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Tabela 1. Descricao dos parametros dos modelos epidemioldgicos representados pelos sis-

temas 6, 11, 15, 19, 23, 31.

Parametro Descri¢ao [unidade de medida]

S a classe dos suscetiveis, i.e., individuos capazes de contrair a doenca
e se tornarem infectados [individuos]

E a classe dos expostos, i.e., individuos que contrairam a doencga, mas
os sintomas ainda nao se manifestaram [individuos]

1 a classe dos infectados, i.e., individuos doentes capazes de transmi-
tir a doenga para os suscetiveis [individuos]

R a classe dos removidos, i.e., individuos que contrairam a doenca e
se recuperaram com imunidade permanente [individuos]

N ntimero total de individuos na populagao [individuos]

II taxa de recrutamento da populagao (também chamada de taxa de
natalidade) [individuo.tempo™!]

I taxa de mortalidade natural (devido a fatores externos, alheios a
doenca estudada) [tempo™!]

1G] taxa de transmissao de doenca dos individuos infectados [(in-
dividuo.tempo)~?]

1365 taxa de transmissdao de doenga dos individuos expostos [(in-
dividuo.tempo)~!]

! taxa de recuperagao natural dos individuos infectados [tempo~!]

r taxa de recuperacao referente ao tratamento dos individuos infec-
tados [tempo™!]

o taxa de recuperacao natural dos individuos infectados sem imuni-
dade [tempo™?]

K taxa de transferéncia dos individuos expostos para infectados

[tempo~!]
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Tabela 2. Descrigdo dos parametros do modelo SI com progressao de estagios (sistema

27).

Parametro Descri¢ao [unidade de medida]

S a classe dos suscetiveis, i.e., individuos capazes de contrair a doenca
e se tornarem infectados [individuos]
I; a classe dos infectados no estagio ¢ da doenca, i.e., individuos do-

entes que estao no estagio ¢ da doenca e sao capazes de transmitir

a doenga para os suscetiveis, para ¢ =1,2,...,n [individuos]

N numero total de individuos na populagao [individuos]

II taxa de recrutamento da populacdo (também chamada de taxa de
natalidade) [individuo.tempo™!]

I taxa de mortalidade natural (devido a fatores externos, alheios &
doenca estudada) [tempo™!]

0; taxa de transmissao de doenca de um individuo no estagio i, para
i=1,2,...,n [(individuo.tempo)~?]

Vi taxa de evolucao da doenca do estagio ¢ para o estagio ¢ + 1, para

i=1,2,...,n—1 [tempo™!]

n nimero de compartimentos de doenga




3 MATERIAL E METODOS

3.1 Simulacao de Monte Carlo

O principal objetivo da andlise de sistemas complexos é estimar a dis-
tribuicao de probabilidade da saida de um sistema, desde que estes resultados pos-
sam ser escritos como uma funcao das variaveis de entradas, as quais geralmente
sao variaveis aleatérias. Portanto, deseja-se estimar a distribuicao da saida conhe-
cendo a relagao funcional entre a entrada e a saida, assim como a distribuicao de
probabilidade das varidveis de entrada (Hahn & Shapiro, 1967).

Existem varias maneiras de lidar com estes sistemas, dependendo de
sua complexidade. Se a relacao entre a entrada e a saida é simples e as distri-
buigoes de probabilidade escolhidas para a representacao de cada variavel de entrada
permitem determinar analiticamente a distribuicao da saida, entao técnicas como a
transformacao de variaveis e as funcgoes geradoras de momentos podem ser usadas.
Mas, para sistemas mais complexos, podemos empregar técnicas como a simulacao
de Monte Carlo e a propagacao de momentos, também chamada de propagacao de
erro. (Shapiro & Gross, 1981).

Em nosso trabalho utilizaremos a Técnica da Simulacao de Monte
Carlo, que consiste em gerar uma saida baseada em um modelo matematico cujos
resultados dependem de varidveis aleatérias que representam os elementos do
sistema (Hahn & Shapiro, 1967). Este método geralmente envolve os seguintes

passos:

(1) Determinar o modelo funcional e/ou matemético que relaciona a saida do sistema



33
com seus elementos de entradas;
(2) Especificar para cada varidvel de entrada uma distribuigdo de probabilidade;
(3) Gerar valores aleatérios para cada uma das varidveis de entrada e usa-los no
modelo funcional para computar o valor da saida;
(4) Repetir o passo anterior vérias vezes para adquirir um conjunto de dados que
representa a saida do sistema;
(5) Resumir o conjunto de dados ajustando uma distribuicdo empirica e calculando

os percentis e momentos desejados.

Como este trabalho se propos a estudar o efeito da incerteza nos
parametros do nimero de reproducao basica de modelos compartimentados de trans-
missao de doenca, entao associamos agora cada parametro de Ry a variaveis aleatorias
uniformemente distribuidas, de maneira a utilizar a Técnica de Simulacao de Monte
Carlo. A ideia subjacente a esta pertubacao sobre os parametros corresponde a
imprecisao intrinseca de seus valores na natureza. Consideramos diferentes inter-
valos para as taxas de transmissao de doenca com o intuito de avaliar seus efeitos
dinamicos. Para cada modelo do capitulo anterior os intervalos de variacao escolhidos

Sa0:

taxa de recrutamento da populagao: IT ~U(1 ; 20);
taxa de mortalidade natural: p ~U(0 ; 1);

taxa de recuperagao: a ~ U(0 ; 1)

)
)
)
d) taxa de transferéncia dos individuos expostos para infectados x ~U(0 ; 1);
) taxa de evolugao da doenga: v; ~ U(0; 1), Vi=1,...,n;

)

as taxas de transmissao de doenca [ e (3; sao divididos em:
— 3,8~ U(0;0,1);
— 0,06 ~U(0,45 ; 0,55);
— 3,8~ U(0,9; 1);

g) a taxa de tratamento dos individuos infectados r s@o divididos em:



34
— r~U(0;0,1);
— r ~ U(0,45 ; 0,55);
— r~U(0,9;1);

O p-ésimo percentil em uma amostra ¢é a i-ésima observagao ordenada

i—1
n—1

(do menor para o maior) satisfazendo p = (1=1)100%. Assim, o valor percentil
complementar é (100% — p).

Foram realizadas 10.000 repeticoes para cada procedimento nos mo-
delos estudados, obtendo-se assim valores para Ry,. Desta forma, encontramos a
probabilidade empirica de ocorréncia da persistéencia da doenca na populagao, isto
é, a probabilidade para Ry > 1. Realizamos uma transformagao de escala nos re-
sultados, tomando o logaritmo natural dos valores de R, somados a unidade, com
o objetivo de melhorar a visualizacao de histogramas e curvas percentilicas comple-

mentares. Dessa forma, é possivel verificar o efeito das mudancas nos parametros no

padrao da distribuicao de probabilidade aproximada de Rj.

3.2 Aplicagao: Ferrugem do Eucalipto

Considerando mudas nos viveiros e plantas no campo, o ataque da fer-
rugem do eucalipto restringe-se aos 6rgaos tenros, ou seja, aos primordios foliares
com seus peciolos e aos terminais de galhos, ramos e haste principal. Especialmente
nos rebentos foliares, os primeiros indicios de ataque sao mintsculas pontuagoes, le-
vemente salientes, verde-claras ou vermelho-amareladas. Nos dias seguintes em que
surgem as primeiras pustulas num limbo tenro, tem inicio as infecgoes secundarias
dentro de uma mesma planta, principalmente pela disseminacao dos inéculos pelo
orvalho ou chuva. Isto faz com que, em condi¢oes favoraveis a doenca, em pou-
cos dias, os d6rgaos estejam totalmente tomados pela ferrugem, em virtude da in-
terligacao das pustulas, provocadas pelas infecgoes secundarias. Esse estdgio tem
sintomatologia inconfundivel, dada pela intensa e tipica esporulacao do patogeno, de

coloragao amarelo-gema-de-ovo, que aparece nos érgaos atacados. Esta esporulacao,
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caracteristica mais importante para diagnose da ferrugem do eucalipto em condic¢oes
de campo, comega a desaparecer com cerca de uma a duas semanas depois de sua
manifestacao nos orgaos atacados, que apresentam areas hipertrofiadas, verrucosas,
com forte coloragao ferruginea, que aparentemente sao reagoes da planta (espécie de
calejamento) as infecges (Glen et al., 2007).

Esta doenca raramente mata as plantas, exceto quando ataca com seve-
ridade brotacoes novas de tocos apds o corte raso. As plantas atacadas depois da fase
de ressecamento de pustulas, recuperam-se da doenca, emitindo novas brotacoes, as
quais poderao ser atacadas novamente, dependendo das condi¢oes ambientais. Estas
sao caracterizadas por temperatura relativamente baixa ou moderada e alta umidade.
Quando as plantas sao fortemente atacadas, adquirem aspectos de superbrotamentos
e deformacoes dos primérdios foliares, impedindo seu desenvolvimento completo, o
que confere as plantas um aspecto enfezado que, quando observada com altura in-
ferior a 1,5m, da impressao de nao ser uma planta de eucalipto, mas de um "pé de
pimenteira miida” (Bergamin Filho & Amorim, 1996).

Outro fato importante da ferrugem do eucalipto é que, de modo geral,
plantas com mais de dois anos ou no estagio fenolégico C nao sao mais atacadas
pelo patégeno. Isto deve-se ao fato de que, a partir desta idade ou estagio, os érgao
suscetiveis ja se encontram em alturas da planta em que o ambiente é mais ventilado,
com baixa umidade relativa, ou de dificil acesso ao inéculo uredospérico do patdogeno
pelas vias normais de sua dispersdo no campo (Ferreira, 1989).

Alguns trabalhos de avaliacdo da intensidade da ferrugem nas folhas
sao baseados na incidéncia da folha (Nutter et al., 1993). Os parametros de quanti-
ficacao da doenca incluem a proporcao da doenca em folhas e ramos e a quantidade
e tipo de pustula (Alfenas et al., 1989). Em Ferreira & Silva (1982) as plantas foram
classificadas pela descricao de seus sintomas: altamente suscetivel, moderadamente
suscetivel ou resistentes. Em Junghans et al. (2000), uma escala diagramética para
classificar plantas resistentes e suscetiveis a ferrugem foi desenvolvida. Esta escala é

dividida em quatro notas, baseadas no diametro médio das pustulas: SO é auséncia
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de reagao (imune) ou reagao de hipersensibilidade (HR), em S1 as pustulas apresen-
tam diametro médio de 0,5mm, em S2 de 1,2mm e S3 de 2,lmm. A Figura (10)

exemplifica essa escala.

S0 imune

Figura 10: Escala de notas para avaliagao da ferrugem do eucalipto, com quatro classes de
severidade: SO = imunidade ou reacao de hipersensibilidade; S1 = pustulas < 0,5mm de didmetro
em média; S2 = pustulas de 1,2mm de diametro em média; e S3 = pustulas > 2,1mm de didmetro

em média (Junghans et al., 2000).

O dados utilizados aqui para o desenvolvimento do modelo da ferru-
gem do eucalipto foram extraidos do trabalho de Takahashi (2002). Os registros
foram coletados na regiao do Vale do Paraiba, por ser favoravel a ocorréncia da
ferrugem do eucalipto, devido ao clima subtropical, com temperaturas médias do
meés mais quente préximas a 22°C. Nesta regiao encontram-se grandes macicos de
reflorestamento destinados tanto para a recuperacao de areas degradadas como para
fins de produgao em empresas privadas. As avaliacoes foram divididas em parcelas
a critério da autora. Cada planta foi numerada e avaliada individualmente quanto

a incidéncia e severidade, determinada pela seguinte escala diagramaéatica:

Nivel I - planta isenta da doenca, ou seja, planta sadia;

Nivel II - planta com pustulas normais de ferrugem, geralmente esparsas ou apenas
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ocasionalmente abundantes, nos limbos foliares e folhas novas;
Nivel III - planta com pustulas normais abundantes. Em estagios mais avancados
da doenca, apresenta pustulas nos limbos, peciolos de folhas mais novas e nos
terminais de galhos e haste principal, comprometendo a dominancia apical e a

estrutura foliar e da planta.

Nivel | Nivel I Nivel lll

Figura 11: Escala diagramética da ferrugem do eucalipto, com trés classes de severidade: Nivel
I = sem sintomas; Nivel II = Poucas pustulas; Nivel ITI = Muitas pustulas, esporulagao intensa e

perda da dominédncia apical (Takahashi, 2002).

3.2.1 Modelo Proposto 1: SIS

Para a modelagem da ferrugem iremos considerar:

- um individuo é uma planta de eucalipto;

- as plantas tém mesma idade em cada regiao, pois o plantio das mudas ¢ realizado
no mesmo dia;

- o periodo da investigacao da doenca serd do primeiro dia em que a doenca foi

registrada até os dois anos de idade da planta, uma vez que depois disso a doenca
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nao mais se manifesta;
- durante o nosso periodo de investigacao os nascimentos e mortes naturais sao
improvaveis, desta forma usaremos modelos sem dinamica demografica;
- a taxa de transmissao de doenca [ é a probabilidade de uma planta torna-se
doente, nela estd embutida todos os fatores para que isso ocorra, seja por contato,
por vento, ou outros meios, e iremos considera-la constante por simplicidade;
- uma planta infectada torna-se suscetivel novamente a uma taxa 7y apds o resseca-

mento de pustulas (fim do ciclo da doenga) podendo ser infectada novamente.

Desta forma, utilizamos o modelo SIS para a descrever esta doenca.
A dindmica do modelo é descrita pelo sistema (35), cuja representagao do diagrama
de progressao é exibida na Figura (12). A descricdo dos parametros utilizados no
modelo estao na Tabela 3.

Os parametros v e § podem ser interpretados como as probabilidades
de ocorréncia de suas transicoes correspondentes. Portanto, estas taxas assumem

valores positivos entre 0 e 1.

BSI

S — 1

vl

Figura 12: Diagrama de progressiao para o modelo SIS (sistema 35).

d
d—f = —BSI+~I
X (35)
dI
i I —~I
7 BST —~

O numero total de individuos é constante, ou seja, N = 5 + I.
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Igualando a zero cada equagao do sistema dinamico (35) é possivel

encontrar os pontos de equilibrios livre de doenca (36) e com a presenga de doenga
(37) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o nimero de

reprodugao bésica (38) deste modelo cujo cédlculo é apresentado na secao 4.6.1.

(51, 11) = (N, 0). (36)

Snlp) = (35 -3) (37)

3.2.2 Modelo Proposto 2: SIS com progressao de dois estagios

Alguns pesquisadores dividem o grau de severidade da ferrugem em
dois estagios, enquanto que outros em trés. Como os dados que nos foram fornecidos
estao divididos em dois, utilizaremos o modelo SIS com progressao de dois estagios.

A sua dinamica é apresentada a seguir no diagrama de progressao
(Figura 13) e o seu sistema em (39). A descrigdo dos parametros utilizados no

modelo estao na Tabela 3.

SZLZ=1 .Bili= vl

S - Il - 12

nh ) »l,

Figura 13: Diagrama de progressao para o modelo SIS com progressao de 2 estagios (sistema 39).
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s 2
T _S;ﬁi]i+71]l
dl 2 39
d—tl = S;ﬁzfi — (v +7)L + 1l (39)
dl

\ d—tQ = vl — 7l

O numero total de individuos é constante, ou seja, N =S + I1 + I>.

Igualando a zero cada equagdo do sistema dinamico (39) ¢é possivel
encontrar os pontos de equilibrios livre de doenga (36) e com a presenga de doenga
(41) do modelo. A partir do método 2 descrito na se¢ao 2.1.2, obtemos o nimero de

reprodugao bésica (42) deste modelo cujo cédlculo é apresentado na sec¢ao 4.6.2.

(St 17, I3) = (N,0,0). (40)
ST o= 51’7211?/52

* _ 72N 7173
]1D - I/‘T"Y2 (V+“/2)(51’272+V52) ’ (41)
[* — vIN _ vyivy2

2p vts (v+72)(Biv2+vB2)

N
Ry = (Bryz + I/ﬁz). (42)
Y172

3.2.3 Modelo Proposto 3: SIS com progressao em dois estagios modifi-

cado

Segundo os especialistas da area florestal os individuos no estagio 1
da doenca quando recebem esporos dos individuos deste mesmo estagio ou dos do
segundo tornam-se individuos no estégio 2 da doencga. Entao, para deixar o modelo

mais proximo da realidade, modificamos o modelo anterior. A dinamica deste modelo
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é apresentada a seguir no diagrama de progressao (Figura 14) e o seu sistema em

(43). A descri¢do dos parametros utilizados no modelo estao na Tabela 3.

S Sziz=1ﬁili= . I iz=1vili= .
) nh ) vl 2

Figura 14: Diagrama de progressao para o modelo SIS com progressio de 2 estdgio (sistema 43).

2
% = _S;Bili + 7l
ah - _ Siﬁﬂi _Ilil/i]i — i +7els (43)
dt Py =
% = hilfﬂi —72ls
|t -

O numero total de individuos é constante, ou seja, N =S + I; + I5.
Para este modelo nao foi possivel encontrar as expressoes dos seus
equilibrios e nimero de reproducao bésica, pois o sistema nao é bem posto. Assim

deixamos as andlises detalhadas para trabalhos futuros.
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Tabela 3. Descrigao dos pardmetros dos modelos da ferrugem do eucalipto (sistema 35,

39 e 43).

Parametro Descri¢ao [unidade de medida]

S a classe dos suscetiveis, i.e., individuos capazes de contrair a doenca
e se tornarem infectados no estagio 1 da doenga [individuos]

1 a clase dos individuos infectados, i.e., individuos doentes capazes
de transmitir a doenga para os suscetiveis [individuos]

I; a classe dos infectados no estagio ¢ da doenca, i.e., individuos doen-
tes que estao no estagio ¢ da doenca e sao capazes de transmitir a
doencga para os suscetiveis, tornando os em ifectados no estégio 1, e
também capazes de reinfectar os infectados no estagio 1, tornando
os em infectados no estégio 2, para i = 1,2 [individuos]
ntimero total de individuos na populagao [individuos]

g taxa de transmissao de doenga [(individuo.tempo)™]

0; taxa de transmissao de doenca para um individuo suscetivel de um
infectado no estéagio 4, sendo 7 = 1,2 [(individuo.tempo) ]

v taxa de evolugao da doenga do estdgio 1 para o estagio 2 [tempo ™|

2 taxa de transmissao de doenca para um individuo inefctado
no estagio 1 de um infectado no estdgio 1 da doenga [(in-
dividuo.tempo)~}]

Vo taxa de transmissao de doenca para um individuo inefctado
no estagio 1 de um infectado no estdgio 2 da doenga [(in-

dividuo.tempo)~}]

vy taxa de recuperagao dos individuos infectados [tempo™]
" taxa de recuperacao dos individuos infectados no estagio 1
[tempo~!]

Y2 taxa de recuperagao dos individuos infectados no estdgio 2[tempo 1]




4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Modelo SIR
4.1.1 O modelo SIR sem tratamento

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao bésica do sistema dindmico (6). Para este fim, note que o modelo SIR
possui um compartimento de doenga (individuos infectados I) e dois compartimentos
sem doenca (individuos suscetiveis S e removidos R). Entdo, considerando o sistema
de equagdes (6), obtemos o vetor das taxas de infec¢oes secundérias F e o vetor das

taxas de mortalidade e recuperacao V:

F=@BSI) e V=(p+a)). (44)

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenga (8) sao dadas

por:

F:(%H) e V=(u+a). (45)

Com isso, calculamos a matriz da geracao seguinte:

K=FV!= (%) . (46)

Como K ¢é uma matriz de elemento tinico, entao o seu tnico autovalor é ela mesma,
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portanto o nimero de reprodugao basica é trivialmente obtido:

Ry= M (47)

plp+a)

Os resultados da simulacao de Monte Carlo para este modelo, apresen-
tados na Tabela 4, mostram que quando a taxa de transmissao de doenca (3 varia
proximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 é menor que 50%. Para os
intervalos de [ préximos a meio e um, esta probabilidade é superior a 90%. Os
histogramas da Figura 15 mostram a distribuicao de frequéncia do logaritmo natural
do numero de reproducao basica somado a unidade para cada procedimento ado-
tado e, portanto, representam a forma aproximada da distribui¢ao de probabilidade
aproximada de In(Ry + 1). Ja o gréfico das funcoes empiricas percentilicas comple-
mentares (Figura 17) mostra o efeito da taxa de transmissao de doenga no padrao

da distribuicao de probabilidade aproximada de Rj.

Tabela 4. Os valores da probabilidade empirica do niimero de reprodugao bésica de acordo
com os procedimentos do modelo SIR sem tratamento, descrito pelo sistema

dinédmico (6), considerando IT ~ U(1;20), pu ~ U(0;1) e a ~ U(0;1).

Proced. B~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) 47,10%
2 U(0,45 ; 0,55) 97,39%

3 U(0,90 ; 1,00) 99,63%
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4.1.2 O modelo SIR com tratamento

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao basica do sistema dinamico (11). Para este fim, note que o modelo
SIR com tratamento possui um compartimento de doenga (individuos infectados I)
e dois compartimentos sem doenga (individuos suscetiveis S e removidos R). Entao,
considerando o sistema de equagoes (11), obtemos o vetor das taxas de infecgoes

secundarias F e o vetor das taxas de mortalidade e recuperacao V:

F = (BSI) e V=((p+a+r)). (48)

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenga (12) sao

dadas por:

F:(%s e V=@p+a+r). (49)

Com isso, calculamos a matriz da geracao seguinte:

K= Fv- = (ﬁ) | (50)

Como K ¢é uma matriz de elemento tinico, entao o seu tnico autovalor é ela mesma,

portanto o nimero de reprodugao basica ¢ trivialmente obtido:

81l

Ry=—"1"—
" ulptatr)

(51)

Os resultados da simulacao de Monte Carlo para este modelo, apresen-
tados na Tabela 5, mostram que quando a taxa de transmissao de doenca (3 varia
préximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 é menor que 50%. Para os

intervalos de (3 préximos a meio e um, esta probabilidade é superior a 90%. Em
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comparagao como o modelo sem o tratamento, vemos que quanto maior a taxa de
tratamento dos individuos infectados r, menor é a probabilidade de Ry > 1 em acordo
com a situacao biolégica desejada. Contudo, mesmo com altas taxas de tratamento,
quando a taxa de transmissao é maior que meio, essa probabilidade é superior a
97%. Os histogramas da Figura 16 mostram a distribui¢ao de frequéncia do loga-
ritmo natural do nimero de reproducao béasica somado a unidade, que representam a
forma aproximada da distribuigao de probabilidade aproximada de In(Ry + 1), para
os procedimentos 3, 5 e 7. O grafico das fungoes empiricas percentilicas complemen-
tares (Figura 18) mostra o efeito da taxa de transmissao de doenga no padrao da
distribuicao de probabilidade aproximada de Ry, considerando os diferentes cenarios

para o tratamento de individuos doentes.

Tabela 5. Os valores da probabilidade empirica do niimero de reproducao bésica de acordo
com os procedimentos do modelo SIR com tratamento, descrito pelo sistema

dindmico (11), considerando II ~ U(1;20), p ~ U(0;1) e oo ~ U(0;1).

Proced. 0B~ ro~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) 45,48%
2 U(0,00 ; 0,10) U(0,45 ; 0,55) 35,16%
3 U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) 28,31%
4 U(0,45 ; 0,55) U(0,00 ; 0,10) 97,06%
5 U(0,45 ; 0,55) U(0,45 ; 0,55) 95,11%
6 U(0,45 ; 0,55) U(0,90 ; 1,00) 93,18%
7 U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) 99,63%
8 U(0,90 ; 1,00) U(0,45 ; 0,55) 98,77%
9 U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) 98,02%
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Figura 15: Distribuigao de frequéncia do logaritmo natural do ntiimero de reproducao bésica Rg
somado a unidade do modelo SIR sem tratamento dos individuos infectados (sistema 6). (a), (b)
e (c) sao os histogramas dos procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente, de acordo com a Tabela (4).

Consideramos também IT ~U(1;20), u ~U(0;1) e « ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 16: Distribuigao de frequéncia do logaritmo natural do ntimero de reproducao bésica R
somado a unidade do modelo SIR com tratamento dos individuos infectados (sistema 11). (a), (b)
e (c) sdo os histogramas dos procedimentos 3, 5 e 7, respectivamente, de acordo com a Tabela (5).

Consideramos também IT ~U(1;20), u ~U(0;1) e « ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 17: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do niimero de reprodugao basica
Ry somado a unidade para o modelo SIR sem tratamento dos individuos infectados (sistema 6).
Conforme a Tabela (4) P1, P2 e P3 sdo os procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente. Consideramos

também IT ~U(1;20), p ~U(0;1) e a ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 18: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do niimero de reproducao
bésica Ry somado a unidade para o modelo SIR com tratamento dos individuos infectados (sistema
11). Conforme a Tabela (5) P1, P2, ..., P9 sdo os procedimentos 1, 2, ..., 9, respectivamente.

Consideramos também II ~U(1;20), pu ~U(0;1) e & ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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4.2 Modelo SEIR

4.2.1 Modelo SEIR com expostos nao infecciosos

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao bésica do sistema dinamico (15). Para este fim, note que o modelo
SEIR possui dois compartimento de doenga (individuos expostos E e infectados 1)
e dois compartimentos sem doenga (individuos suscetiveis S e removidos R). Entao,
considerando o sistema de equagoes (15), obtemos o vetor das taxas de infecgoes
secundarias F e o vetor das taxas de progressao da doenca, mortalidade e recuperacao

V:

. 3SI N (h+K)E . (52)
0 —kE 4+ (p+ o)l

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenga (16) sdo

dadas por:

F_o%“ p+r 0
0 0

—K Ut

Com isso, calculamos a matriz da geracao seguinte:

o &8I 1 0 pllk Al
K=FV'= @ ptk 1 _ wlpta)(ptr)  plpta) . (54)
0 0 u 0 0

(nta)(utr)  pta

A matriz K possui os autovalores —90% __ ¢ (). Logo, obtemos o nimero de
p(pta)(ptr)

reproducao basica em termos dos parametros do modelo:

B Ollk
Bo= o (55)
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Os resultados da simulagao de Monte Carlo para este modelo, apresen-

tados na Tabela 6, mostram que quando a taxa de transmissao de doenca [ varia
proximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 é menor que 30%. Para os
intervalos de (8 proximos a meio é superiora 80% e para préximo a um ¢é aproxima-
damente 90%. Em comparacao com o primeiro modelo SIR, como agora temos um
compartimento a mais, vemos que as probabilidades sao cerca de 8% a 36% menores
para cada procedimento. Os histogramas da Figura 19 mostram a distribuicao de
frequéncia do logaritmo natural do niimero de reprodugao bésica somado a unidade
para cada procedimento adotado e, portanto, representam a forma aproximada da
distribui¢do de probabilidade aproximada de In(Ry + 1). J& o grafico das fungoes
empiricas percentilicas complementares (Figura 21) mostra o efeito da taxa de trans-

missao de doenca no padrao da distribuicao de probabilidade aproximada de Rj.

Tabela 6. Os valores da probabilidade empirica do niimero de reprodugao bésica de acordo
com os procedimentos do modelo SEIR sem expostos infectando, descrito pelo

sistema dindmico (15), considerando II ~ U(1;20), u ~ U(0;1), a ~ U(0;1) e

Kk~ U(0;1).
Proced. G~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) 29,92%
2 U(0,45 ; 0,55) 83,19%
3 U(0,90 ; 1,00) 90,86%

4.2.2 Modelo SEIR com expostos infecciosos

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao basica do sistema dinamico (19). Para este fim, note que o modelo
SEIR possui dois compartimento de doenga (individuos expostos F e infectados I)
e dois compartimentos sem doenga (individuos suscetiveis S e removidos R). Entao,

considerando o sistema de equagoes (19), obtemos o vetor das taxas de infecgoes
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secundarias F e o vetor das taxas de progressao da doenca, mortalidade e recuperacao

V:

[ BSE+0SI . v (n+r)E _ (56)
0 —kE 4+ (p+ o)l

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenga (20) sado

dadas por:

efIl Bl
+ K 0
| e v=|" (57)
0 0 —K  pt+o
Com isso, calculamos a matriz da geracao seguinte:
epll - pl 1 0
K=Frvi=|[ » * pn
K 1
0 (s By (58)
eBI1 + Bllk BIT
— wlptr) © plpta)(ptr)  plpto)

0 0

e8I Bl
7y R ey sy

de reproducao bésica em termos dos parametros do modelo:

A matriz K possui os autovalores e 0. Logo, obtemos o niimero

_epIl Ollk
Bo= T n Tt i m) (59)

O primeiro termo de Ry é o nimero de infecgoes secundarias obtidas
durante o estdgio anterior, i.e., a dos expostos, e é pouco infeccioso. J& o segundo
termo representa o numero de infeccOes secundarias obtidas durante o estagio

infeccioso.
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Os resultados da simulagao de Monte Carlo para este modelo, apresen-

tados na Tabela 7, mostram que quando a taxa de transmissao de doenca [ varia
proximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 estd entre 30% a 60%. Para os
intervalos de 3 proximos a meio e um, esta probabilidade estd entre 80% e 100%. E
possivel afirmar que como temos os individuos expostos também infectando, em com-
paracao com o modelo anterior, a probabilidade de se ter a persisténcia do patogeno
na populacao é cerca de 8% maior neste caso. Os histogramas da Figura 20 mostram
a distribui¢ao de frequéncia do logaritmo natural do nimero de reproducao bésica
somado a unidade, que representam a forma aproximada da distribuicao de proba-
bilidade aproximada de In(Ry + 1), para os procedimentos 1, 4 e 9. J& o grafico das
fungoes empiricas percentilicas complementares (Figura 22) mostra o efeito das taxas
de transmissao de doenga no padrao da distribuicao de probabilidade aproximada de

Ry.

Tabela 7. Os valores da probabilidade empirica do niimero de reproducao bésica de acordo
com os procedimentos do modelo SEIR com expostos infectando, descrito pelo

sistema dindmico (19), considerando IT ~ U(1;20), pu ~ U(0;1), o ~ U(0;1) e

k ~ U(0;1).

Proced. B~ €~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) 32,30%
2 U(0,00 ; 0,10) U(0,45 ; 0,55) 46,39%
3 U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) 57,65%
4 U(0,45 ; 0,55) U(0,00 ; 0,10) 86,78%
5 U(0,45 ; 0,55) U(0,45 ; 0,55) 97,24%
6 U(0,45 ; 0,55) U(0,90 ; 1,00) 98,83%
7 U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) 93,90%
8 U(0,90 ; 1,00) U(0,45 ; 0,55) 99,38%
9 U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) 98,92%
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Figura 19: Distribuicao de frequéncia do logaritmo natural do ntimero de reproducao basica R
somado a unidade do modelo SEIR com individuos expostos nao infecciosos (sistema 15). (a), (b)
e (c) sdo os histogramas dos procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente, de acordo com a Tabela
(6). Consideramos também IT ~U(1;20), u ~U(0;1), « ~ U(0;1) e & ~ U(0;1). A linha vermelha

representa Ry = 1.
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Figura 20: Distribuicao de frequéncia do logaritmo natural do nimero de reproducio basica
Ry somado a unidade do modelo SEIR com individuos expostos infecciosos (sistema 19). (a), (b)
e (c) sdo os histogramas dos procedimentos 1, 4 e 9, respectivamente, de acordo com a Tabela
(7). Consideramos também II ~U(1;20), u ~U(0;1), o ~ U(0;1) e & ~ U(0;1). A linha vermelha

representa Ry = 1.



o6

Curva Percentilica Complementar

0 S
0.6931 5 10 15
Ln(Ry+1)

Figura 21: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do ntimero de reprodugao basica
Ry somado a unidade para o modelo SEIR com individuos expostos nao infecciosos (sistema 15).
Conforme a Tabela (6) P1, P2 e P3 sdo os procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente. Consideramos

também II ~U(1;20), u ~U(0;1), « ~ U(0;1) e k ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 22: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do ntimero de reproduciao
bésica Ry somado a unidade para o modelo SEIR com individuos expostos infecciosos (sistema
19). Conforme a Tabela (7) P1, P2, ..., P9 sdo os procedimentos 1, 2, ..., 9, respectivamente.
Consideramos também IT ~U(1;20), ¢ ~U(0;1), a ~ U(0;1) e k ~ U(0;1). A linha vermelha

representa Ry = 1.
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4.3 Modelo SI

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao bésica do sistema dinamico (23). Para este fim, note que o modelo SI
possui um compartimento de doenga (individuos infectados I') e um compartimento
sem doenca (individuos suscetiveis S). Entao, considerando o sistema de equagoes
(23), obtemos o vetor das taxas de infecgoes secundarias F e o vetor da taxa de

mortalidade V:

F=(SI) e V=(ul. (60)

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenga (24) sao

dadas por:

F:(ﬂ—n) e V=), (61)

0

Com isso, calculamos a matriz da geracao seguinte:

K=Fv'= (i—?) . (62)

Como K ¢é uma matriz de elemento tinico, entao o seu tnico autovalor é ela mesma,

portanto o niimero de reproducao basica é trivialmente obtido:
Ry =—. (63)

Os resultados da simulacao de Monte Carlo para este modelo, apresen-
tados na Tabela 8, mostram que quando a taxa de transmissao de doenca (3 varia
préximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 é aproximadamente 60%.

Para os intervalos de  proximos a meio e um, esta probabilidade é superior a 99%.
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Em comparacao com o primeiro modelo SIR, como agora temos um compartimento
a menos, as probabilidades sao até 25% maiores. Os histogramas da Figura 23 mos-
tram a distribuicao de frequéncia do logaritmo natural do ntimero de reproducao
basica somado a unidade para cada procedimento adotado e, portanto, representam
a forma aproximada da distribui¢do de probabilidade aproximada de In(Ry + 1). J&
o grafico das fungoes empiricas percentilicas complementares (Figura 24) mostra o
efeito da taxa de transmissao de doenca no padrao da distribuicao de probabilidade

aproximada de Rj.

Tabela 8. Os valores da probabilidade empirica do niimero de reprodugao bésica de acordo
com os procedimentos do modelo SI, descrito pelo sistema dinamico (23), con-

siderando II ~ U(1;20) e pu ~ U(0;1).

Proced. G~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) 62,69%
2 U(0,45 ; 0,55) 99,29%

3 U(0,90 ; 1,00) 99,99%
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Figura 23: Distribuigao de frequéncia do logaritmo natural do ntiimero de reproducao bésica Rg
somado a unidade do modelo SI (sistema 23). (a), (b) e (c) sdo os histogramas dos procedimentos
1, 2 e 3, respectivamente, de acordo com a Tabela (8). Consideramos também II ~U(1;20) e

u ~U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 24: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do ntimero de reproducao
bésica Ry somado a unidade para o modelo SI (sistema 23). Conforme a Tabela (8) P1, P2 e P3
s@o os procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente. Consideramos também II ~U(1;20) e p ~U(0;1).

A linha vermelha representa Ry = 1.

4.4 Modelo SI com progressao de estagios

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao basica do sistema dinamico (27). Para este fim, note que o modelo
ST com progressao de n estdgios de doenga possui n compartimentos de doenga (in-
dividuos infectados que estao nos estdgios 1,2,...,n da doenga) e um comparti-
mentos sem doenca (individuos suscetiveis S). Entao, considerando o sistema de
equagoes (27), obtemos o vetor das taxas de infecgbes secundérias F e o vetor das

taxas de progressao da doenca, mortalidade e recuperagao V:

n (1 +n)h
Szz':l Bil;
0 —uvdy + (p+ 10) 1y
0 _Vn—ZIn—2 + (,u + Vn—l)[n—l

_Vn—lln—l + ,UIn
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Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenca (28) sao

dadas por:
i i
ﬁﬁl ﬁﬁ"
o ... 0
F= (65)
o ... 0
W+ 0 0 . 0 0 0
-1+ 0 . 0 0 0
0 — e 2 0 0 0
V= 2 AT (66)
0 0 0 cee —VUp—o M+vp—1 O
0 0 0 0 —VUp_1 b

Apds um pouco de algebra, encontramos o nimero de infecgoes secundarias obtidas
a partir de um unico caso indexado numa populagao totalmente suscetivel para o

modelo SI com progressao de n estagios:

_ T Bov Bsv1v2 Bnrive..Vn_1
Ro = oo [51 t e T GG Tt (u+l/2)~-(u+l/n71)u]

(67)

_ 11 n—1 . J Vi Bnvn—1 n—2. Vi
T plpt) [61 + 2722 (ﬁ] =1 u+w+1> T "= 1“+”Jj+1] ’

Para o caso com um compartimento de doenca temos o modelo SI,
visto anteriormente. Os resultados da simulacao de Monte Carlo para este modelo
com dois compartimentos, apresentados na Tabela 9, mostram que se uma da taxas

de transmissao de doenca (3; nao for proxima a zero, entao a probabilidade empirica
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de Ry > 1 é superior a 90%, caso contrario, é quase 70%. Agora, para trés comparti-
mentos, Tabela 10, quando todas as taxas de transmissao de doenga [3; sao proximas
a zero, essa probabilidade é superior a 70%, e para as outras combinacoes, a proba-
bilidade é préxima ou superior a 90%, chegando a 100% para alguns casos. Estes
resultados mostram a importancia da divisao do compartimento de doenca em varios
estagios, se, é claro, a doenca estudada permitir este uso, e também da quantidade
de estégios.

Os histogramas das Figuras 25 e 26 mostram a distribuicao de
frequéncia do logaritmo natural do niimero de reproducao bésica somado a unidade,
que representam a forma aproximada da distribuicao de probabilidade aproximada
de In(Ry + 1), para os procedimentos 1, 5 e 9 para o modelo com dois estagios de
doenga e para os procedimentos 1, 12 e 23 para o modelo com trés estagios. Ja
os graficos das fungdes empiricas percentilicas complementares (Figuras 27 e 28)
mostram o efeito da taxa de transmissao de doenca no padrao da distribuicao de

probabilidade aproximada de Rj.
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Tabela 9. Os valores da probabilidade empirica do niimero de reprodugao bésica de acordo

com os procedimentos do modelo SI (sistema 27) com progressao em dois

estagios, considerando IT ~ U(1;20), pu ~ U(0;1) e 14 ~ U(0;1).

Proced. B ~ B ~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) 65,78%
2 U(0,00 ; 0,10) U(0,45 ; 0,55) 93,07%
3 U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) 96,62%
4 U(0,45 ; 0,55) U(0,00 ; 0,10) 97,86%
5 U(0,45 ; 0,55) U(0,45 ; 0,55) 99,23%
6 U(0,45 ; 0,55) U(0,90 ; 1,00) 99,84%
7 U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) 99,51%
8 U(0,90 ; 1,00) U(0,45 ; 0,55) 99,94%
9 U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) 99,99%
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Tabela 10. Os valores da probabilidade empirica do ntimero de reproducao bésica de

acordo com os procedimentos do modelo SI (sistema 27) com progressao em

trés estdgios, cconsiderando IT ~ U(1;20), p ~ U(0;1), v1 ~ U(0;1) e vy ~

U(0;1).

Proced. B~ By ~ By ~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) 69,99%
2 U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) U(0,45 ; 0,55) 85,51%
3 U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) 90,83%
4 U(0,00 ; 0,10) U(0,45; 0,55) U(0,00 ; 0,10) 93,60%
5 U(0,00 ; 0,10) U(0,45; 0,55) U(0,45 ; 0,55) 94,93%
6 U(0,00 ; 0,10) U(0,45; 0,55) U(0,90 ; 1,00) 95,99%
7 U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) 96,59%
8 U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) U(0,45 ; 0,55) 97,23%
9 U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) 97,53%
10 U(0,45 ; 0,55) U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) 98,08%
11 U(0,45 ; 0,55) U(0,00 ; 0,10) U(0,45 ; 0,55) 98,66 %
12 U(0,45 ; 0,55) U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) 98,77%
13 U(0,45 ; 0,55) U(0,45; 0,55) U(0,00 ; 0,10) 99,15%
14 U(0,45 ; 0,55) U(0,45; 0,55) U(0,45 ; 0,55) 99,51%
15 U(0,45 ; 0,55) U(0,45; 0,55) U(0,90 ; 1,00) 99,60%
16 U(0,45 ; 0,55) U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) 99,62%
17 U(0,45 ; 0,55) U(0,90 ; 1,00) U(0,45 ; 0,55) 99,79%
18 U(0,45 ; 0,55) U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) 99,80%
19 U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) 99,78%
20 U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) U(0,45 ; 0,55) 99,86 %
21 U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) 99,84%
22 U(0,90 ; 1,00) U(0,45; 0,55) U(0,00 ; 0,10) 99,88%
23 U(0,90 ; 1,00) U(0,45; 0,55) U(0,45 ; 0,55) 99,96 %
24 U(0,90 ; 1,00) U(0,45; 0,55) U(0,90 ; 1,00) 99,98%
25 U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) 100%
26 U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) U(0,45 ; 0,55) 100%
27 U(0,90 ; 1.00) U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) 100%
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Figura 25: Distribuigao de frequéncia do logaritmo natural do ntiimero de reproducao bésica Rg
somado a unidade do modelo SI (sistema 27) com progressdo em dois estdgios. (a), (b) e (c) sdo os
histogramas dos procedimentos 1, 5 e 9, respectivamente, de acordo com a Tabela (9). Consideramos

também II ~U(1;20), u ~U(0;1) e v4 ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 26: Distribuicao de frequéncia do logaritmo natural do nimero de reproducio basica
Ry somado a unidade do modelo SI (sistema 27) com progressdo em trés estagios. (a), (b) e (c)
sao os histogramas dos procedimentos 1, 12 e 23, respectivamente, de acordo com a Tabela (10).
Consideramos também II ~U(1;20), u ~U(0;1), v1 ~ U(0;1) e o ~ U(0;1). A linha vermelha

representa Ry = 1.
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Figura 27: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do ntimero de reprodugao basica
Ry somado a unidade para o modelo SI (sistema 27) com progressdo em dois estdgios. Conforme a
Tabela (9) P1, P2, ..., P9 séo os procedimentos 1, 2, ..., 9, respectivamente. Consideramos também

IT ~U(1;20), u ~U(0;1) e v1 ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 28: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do ntimero de reprodugao basica
Ry somado a unidade para o modelo SI (sistema 27) com progressao em trés estdgios. Conforme
a Tabela (10) P1, P2, ..., P27 sdo os procedimentos 1, 2, ..., 27, respectivamente. Consideramos

também II ~U(1;20), u ~U(0;1), 4 ~ U(0;1) e v ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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4.5 Modelo SIS

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao bésica do sistema dinamico (31). Para este fim, note que o modelo SIS
possui um compartimento de doenga (individuos infectados I') e um compartimento
sem doenca (individuos suscetiveis S). Entao, considerando o sistema de equagoes
(31), obtemos o vetor das taxas de infecgoes secundarias F e o vetor das taxas de

mortalidade e recuperagao V:

F=(BS) e V=(u+)I). (63)

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenga (32) sao

dadas por:

F:(%S e V=(1+7). (69)

Com isso, calculamos a matriz da geracao seguinte:

KzFV*sz%%Q. (70)

Como K ¢é uma matriz de elemento tinico, entao o seu tnico autovalor é ela mesma,

portanto o niimero de reproducao basica é trivialmente obtido:

Os resultados da simulacao de Monte Carlo para este modelo, apresen-
tados na Tabela 11, mostram que quando a taxa de transmissao de doenca 3 varia
préximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 é menor que 50%. Para os

intervalos de [ préximos a meio e um, esta probabilidade é préxima a 100%. Em
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comparacao com o modelo SI, temos o mesmo nimero de compartimentos, mas de-
vido ao fato de que os individuos infectados poderem voltar a condicao de suscetivel,
quando a taxa de transmissao [ varia proxima a zero, a probabilidade de se ter a
persisténcia do patégeno na populacao é cerca de 23% menor, mas para outros casos
nao temos diferengas significativas. Os histogramas da Figura 29 mostram a distri-
buicao de frequéncia do logaritmo natural do nimero de reproducao basica somado
a unidade para cada procedimento adotado e, portanto, representam a forma apro-
ximada da distribuigdo de probabilidade aproximada de In(Ry+ 1). J4 o grafico das
fungoes empiricas percentilicas complementares (Figura 30) mostra o efeito da taxa

de transmissao de doenga no padrao da distribui¢cao de probabilidade aproximada de

Ry.

Tabela 11. Os valores da probabilidade empirica do ntimero de reproducao bésica de
acordo com os procedimentos do modelo SIS, descrito pelo sistema dinamico

(31), considerando II ~U(1;20), p ~U(0;1) e v ~U(0;1).

Proced. G~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) 48,15%
2 U(0,45 ; 0,55) 98,66%

3 U(0,90 : 1,00) 100%
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Figura 29: Distribuicao de frequéncia do logaritmo natural do ntimero de reproducao basica R
somado a unidade do modelo SIS (sistema 31). (a), (b) e (¢) s@o os histogramas dos procedimentos
1, 2 e 3, respectivamente, de acordo com a Tabela (11). Consideramos também v ~ U(0;1). A linha

vermelha representa Ry = 1.
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Figura 30: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do niimero de reproducao
bésica Ry somado a unidade para o modelo SIS (sistema 31). Conforme a Tabela (11) P1, P2 e
P3 sdo os procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente. Consideramos também v ~ U(0;1). A linha

vermelha representa Ry = 1.

4.6 Aplicacao: Ferrugem do Eucalipto

4.6.1 Modelo Proposto 1: SIS

Utilizando o método 2 apresentado na se¢ao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao bésica do sistema dinamico (35). Para este fim, note que o modelo SIS
possui um compartimento de doenca (individuos infectados 1) e um compartimento
sem doenga (individuos suscetiveis S). Entao, considerando o sistema de equagoes
(35), obtemos o vetor das taxas de infec¢bes secundarias F e o vetor da taxa de

recuperacao V:

F=(BSI) e V=(HI). (72)

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doencga (36) sao

dadas por:
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F=(@N) e V=(). (73)

Com isso, calculamos a matriz da geragao seguinte:

K:FV*zeg). (74)

Como K ¢é uma matriz de elemento tinico, entao o seu tnico autovalor é ela mesma,

portanto o niimero de reproducao basica é trivialmente obtido:
Ry =—. (75)

A solucao do sistema dinamico 35 é:

sy =~ (SoB =) + (N — Sp)yeNo—1t
SoB—7v+ (N — So)ﬂe(Nﬁ_«/)t -

I(t) = N — S(t)

Os parametros do modelo SIS proposto foram ajustados aos dados
de campo fornecidos por Takahashi (2002) utilizando-se a técnica de otimizagao
matematica método dos minimos quadrados. Tal técnica consiste na procura do
melhor ajuste para um conjunto de dados minimizando a soma dos quadrados dos
residuos, ou seja, das diferencas entre o valor estimado e os dados observados (Conte
& Boor, 1981).

A Tabela (12) mostra os valores dos parametros e do nimero de re-
producao basica R, obtidos na simulacao para cada regiao e data de plantio. Os
dados mostram que normalmente a dinamica se inicia no periodo de chuva e tempe-
raturas altas, ou seja, no verao. Para todos os casos tivemos Ry > 1, logo, durante o

periodo em que os eucaliptos sao suscetiveis a ferrugem, havera a predominancia do
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patogeno na regiao. Comparando os resultados, observamos que na segunda regiao de
Sao José dos Campos a doenga foi mais severa e que na segunda regiao de Guararema
a Mmenos.

As Figuras (31), (32) e (33) mostram as curvas ajustadas aos pontos
das amostras das regides de Guararema, Sao José dos Campos e Taubaté, respecti-
vamente, considerando o tempo inicial zero como o primeiro més em que a doenca
foi detectada. Para as duas primeiras regioes as curvas nao se ajustam muito com os
dados em comparagao a terceira regiao. Isso ocorre pelo fato de os dados serem de
campo e estes podem conter alguns erros que nao sao previsiveis ao serem coletados.
Outro motivo é fato de o modelo ainda nao ser o melhor para descrever a doenca, se-
gundo os resultados, apenas préximo. Também devemos considerar que ha métodos

de ajuste de curvas mais elaborados que podem fornecer resultados melhores.

Tabela 12. Parametros do modelo SIS para a ferrugem do eucalipto ajustados aos dados

de campo de Takahashi (2002) utilizando o método de minimos quadrados.

Regiao Data de plantio Inicio da infecgao 1G] y Ry
Guararema 16/07/1996 02/1997 0,0100 0,9660 1,5528
Guararema 23/12/1996 07/1997 0,0080 0,9480 1,2658

Sao José dos Campos 01/08/1996 02/1997 0,0110 0,9600 1,7188
Sao José dos Campos 20/11/1996 02/1997 0,0040 0,2800 2,1429
Taubaté 28/06/1996 01/1997 0,0070 0,7190 1,4604
Taubaté 18/07/1996 02/1997 0,0010 0,0780 1,8974

Os resultados da simulagao de Monte Carlo para este modelo, apresen-

tados na Tabela 13, mostram que quando a taxa de transmissao de doenca 3 varia
préximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 é aproximadamente 70%.
Para os intervalos de 3 préximos a meio e um esta probabilidade sao préximas de
100%. Em comparacao ao modelo SIS da secao 4.4, como agora temos a auséncia

de dinamica demografica, vemos que a probabilidade de se ter a persisténcia do
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Figura 31: Comparagiao dos dados de campo de Takahashi (2002) com as curvas obtidas apés
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Figura 32: Comparacio dos dados de campo de Takahashi (2002) com as curvas obtidas apés

o ajuste do modelo SIS para a ferrugem do eucalipto utilizando o método de minimos quadrados

para a regido de Sdo José dos Campos. Em (a) o plantio foi feito em 01/08/1996, a infecgao foi
detectada em 02/1997 e encontrou-se 8 = 0,0110, v = 0,9600 e Ry = 1,7188. Em (b) o plantio foi
feito em 20/11/1996, a infecgao foi detectada em 02/1997 e encontrou-se 8 = 0,0040, v = 0, 2800

e Ry = 2,1429.
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Figura 33: Comparaciao dos dados de campo de Takahashi (2002) com as curvas obtidas apés o
ajuste do modelo SIS para a ferrugem do eucalipto utilizando o método de minimos quadrados para
a regiao de Taubaté. Em (a) o plantio foi feito em 28,/06/1996, a infec¢ao foi detectada em 01/1997
e encontrou-se 3 = 0,0070, v = 0,7190 e Ry = 1,4604. Em (b) o plantio foi feito em 18/07/1996,
a infecgao foi detectada em 02/1997 e encontrou-se 8 = 0,0010, v = 0,0780 e Ry = 1,8974.

patégeno na populacao é 32, 57% maior quando a taxa de transmissao ( é proxima a
zero. Enquanto que para os outros casos quase nao ha diferenca. Os histogramas da
Figura 34 mostram a distribuicao de frequéncia do logaritmo natural do niimero de
reproducao basica somado a unidade para cada procedimento adotado e, portanto,
representa a forma aproximada da distribuicao de probabilidade de In(Ry + 1). J&
o grafico das fungoes empiricas percentilicas complementares (Figura 35) mostra o
efeito da taxa de transmissao de doenca no padrao da distribuicao de probabilidade

aproximada de Rj.
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Figura 34: Distribuigao de frequéncia do logaritmo natural do nimero de reprodugiao béasica
Ry somado a unidade do modelo SIS para a ferrugem do eucalipto (sistema 35). (a), (b) e (c)
s@o os histogramas dos procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente, de acordo com a Tabela (13).

Consideramos também ~ ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Tabela 13. Os valores da probabilidade empirica do ntimero de reproducao bésica de
acordo com os procedimentos do modelo SIS para a ferrugem do eucalipto,

descrito pelo sistema dinamico (35), considerando v ~U(0;1).

Proced. G~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) 71,41%
2 U(0,45 ; 0,55) 99,97%
3 U(0,90 ; 1,00) 100%
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Figura 35: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do ntimero de reprodugao basica
Ry somado a unidade para o modelo SIS para a ferrugem do eucalipto (sistema 35). Conforme a
Tabela (13) P1, P2 e P3 sao os procedimentos 1, 2 e 3, respectivamente. Consideramos também

~ ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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4.6.2 Modelo Proposto 2: SIS com progressao em dois estagios

Utilizando o método 2 apresentado na secao 2.1.2, calculamos o niimero
de reprodugao bésica do sistema dinamico (39). Para este fim, note que o modelo SIS
com progressao em dois estagios possui dois compartimentos de doenca (individuos
infectados que estao nos estdgios 1 e 2 da doenga) e um compartimento sem doenca
(individuos suscetiveis S). Entao, considerando o sistema de equagoes (39), obtemos
o vetor das taxas de infecgoes secundarias F e o vetor das taxas de progressao da

doenca e recuperacao V:

F_ (Bi1y + Bal3)S . v (V4+7) — 72l . (77)

0 —vi + ol

Logo, as matrizes F e V referente ao ponto de equilibrio livre de doenga (40) sédo

dadas por:

Com isso, calculamos a matriz da geracao seguinte:

1 1
K _ FV_l _ Nﬂl NﬁZ z z
0 0 v vim
Y1772 Y172 (79)
N(Biv2+vB2) N(Bry2+(w+v1)82)
— Y172 Y172
0 0
N (B1y2+vf2

A matriz K possui os autovalores ) e 0. Logo, obtemos o nimero de

Y1772
reproducao basica em termos dos parametros do modelo:

R — N(B1y2 +vf)
0= .
Y172

(80)
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Com a técnica de o otimizagao matemética método dos minimos qua-
drados houve a tentativa de se ajustar os parametros do modelo SIS com progressao
em dois estagios de doenca proposto com os dados de campo fornecidos por Ta-
kahashi (2002). Porém o tempo computacional da simulagdo demoraria mais de um
ano para terminar. Concluimos que a técnica de ajuste de curva utilizada nao é a
mais apropriada para este caso e deixamos este desafio para trabalhos futuros.

As Figuras (36), (37) e (38) mostram os dados de campo de Takahashi
(2002) para as regioes de Guararema, Sao José dos Campos e Taubaté, respectiva-

mente, considerando o tempo inicial zero como o primeiro més em que a doenca foi

detectada.
(a)m SRS PEFTTEEFF TSP . (b)m ———_—_—_——— L — -
H : Suscetivel : : : Suscetivel 3
- Infectado 1 - Infectado 1

420 b e L - Infeetado 2 | 420 b M e T »- Infectado 2 |;

: ; - Infectado total|| -y Infectado total);

w w | H H H 3
o [ p A
= = ! ' ! ' !
= = ; ; : |
2 = 3 :
=] = :
= B B0 :
4 30 e .

0 i i i i j 0
0 2 8 10 0 2 8 10

4 6 4 6
Tempo (meses) Tempo (meses)

Figura 36: Dados de campo de Takahashi (2002) para a regiao de Guararema. Em (a) e (b) o
plantio foi feito em 16/07/1996 e 23/12/1996, respectivamente.

Como nao ¢é possivel encontrar a solucao do sistema 39 analiticamente,
usamos o método de Rung-Kutta para gerar alguns cenarios do modelo SIS com
progressao em dois estdgios de doenca (Figura 39), utilizando o comando ode/5 do
software MatLab. Os métodos de Runge-Kutta sao métodos iterativos implicitos e
explicitos para a resolugao numérica de solucoes de equacoes diferenciais ordinarias
e foram desenvolvidos por volta de 1900 pelos matematicos C. Runge e M.W. Kutta

(Conte & Boor, 1981).

Ao observarmos as Figuras com os dados de campo (36, 37 e 38) e as
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Figura 37: Dados de campo de Takahashi (2002) para a regiao de Sao José dos Campos. Em (a)
e (b) o plantio foi feito em 01/08/1996 e 20/11/1996, respectivamente.

(3)150 PP TP EPREPEPFERE: oo preeciecaiaecens eeeoecaio.. . (h)ﬂi[] R ECREETFTOPEREPPEPFERE: -ereereeseseisosoasoirossesaroirossana: .
Suscetivel : : : Suscetivel !
-3¢ Infeetado 1 ; : : —-3¢--- Infectado 1

20 i i .- Infectado 2 0 ey Infectado 2 |}

i A o -%- Infectado total|. I T e % Infectado total|’
wh w

= B 11 = T T T L s S s A

= ! = !
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Z 2z
= =
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=] =

Tempo (meses) Tempo (meses)

Figura 38: Dados de campo de Takahashi (2002) para a regiao de Taubaté. Em (a) e (b) o plantio
foi feito em 28/06/1996 e 18/07/1996, respectivamente.
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dos cendrios simulados (39), vemos que as dinamicas sdo parecidas. Nao podemos

afirmar quais sao os parametros para o dados coletados, mas que este modelo é uma

boa proposta para descrever a ferrugem do eucalipto.

(a)mu [rommmeemmenegmo oo (b)ﬂi[] [rommmmemmeenenoe oo
: : Suscetivel : : : Suscetivel :
— Infectado 1 — Infectado 1
B I S b —— Infectado 2 |} S I R s —— Infectado 2 ;
: : —— Infectado total|: : : —— Infectado total|:

Individuos
Individuos

Tempo
O S (O S .
: 1 Suscetivel 3 : Suscetivel i
—— Infectado 1 —— Infectado 1
B I e Infectado 2 | N I DU o —— Infectado 2 |}
: : —— Infectado total|| : —— Infectado total|;
w : w 3 H H | :
S 9 d [ 1] el
E] : = : : : : :
2 ; = | ; : | :
& ; £ : :
0 i ] i i ] I i
0 2 4 5 8 10 4 6 8 10
Tempo Tempo

Figura 39: Exemplos de curvas para o modelo SIS em progressio de dois estdgios de doenca para
a ferrugem do eucalipto. (a) 81 = 0,0100, B2 = 0,0070, v = 0,0300, v; = 0,9500, v2 = 0,9500 e
Ro = 1,5524. (b) f; = 0,0080, B2 = 0,0010, v = 0, 5600, 7, = 0,9500, v2 = 0,9500 e Ry = 0, 8275.
(¢) Bi = 0,0040, B2 = 0,0100, v = 0,5000, 71 = 0,9500, o = 0,9500 ¢ Ry = 0,9732. (d)
B1 = 0,0070, B2 = 0,0070, v = 0,1000, 1 = 0,9000, 75 = 0,7000 ¢ Ry — 1, 1774.

Os resultados da simulacao de Monte Carlo para este modelo, apre-
sentados na Tabela 14, mostram que quando as taxas de transmissao de doenca [
varia préximo a zero, a probabilidade empirica para Ry > 1 é aproximadamente 90%.
Para os outros intervalos de (3 esta probabilidade é proxima de 100%. Observamos

que para taxas de transmissao (; préximas a zero, a probabilidade de se ter a per-
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sisténcia do patégeno na populacao é 19% maior do que para modelo anterior, ja que
temos um compartimento de doenga a mais. Os histogramas da Figura 40 mostram
a distribuicao de frequéncia do logaritmo natural do ntimero de reproducao basica
somado a unidade, que representam a forma aproximada da distribuicao de proba-
bilidade aproximada de In(Ry + 1), para os procedimentos 1, 4 e 9. Ja o grafico das
fungoes empiricas percentilicas complementares (Figura 22) mostra o efeito das taxas
de transmissao de doenca no padrao da distribui¢cao de probabilidade aproximada de

Ry.

Tabela 14. Os valores da probabilidade empirica do ntimero de reproducao bésica de
acordo com os procedimentos do modelo SIS com progressao de dois estégios
para a ferrugem do eucalipto, descrito pelo sistema dindmico (39), conside-

rando v ~U(0;1), 71 ~U(0;1) e o ~U(0;1).

Proced. By ~ B ~ Probabilidade empirica de Ry > 1
1 U(0,00 ; 0,10) U(0,00 ; 0,10) 88,61%
2 U(0,00 ; 0,10) U(0,45 ; 0,55) 98,56 %
3 U(0,00 ; 0,10) U(0,90 ; 1,00) 99,21%
4 U(0,45 ; 0,55) U(0,00 ; 0,10) 99,97%
5 U(0,45 ; 0,55) U(0,45 ; 0,55) 100%
6 U(0,45 ; 0,55) U(0,90 ; 1,00) 100%
7 U(0,90 ; 1,00) U(0,00 ; 0,10) 100%
8 U(0,90 ; 1,00) U(0,45 ; 0,55) 100%
9 U(0,90 ; 1,00) U(0,90 ; 1,00) 100%




84

20004

-
-
-

1000

Frequencia

.2

06 12,0 14,4

In(Ry+1)

=
T
[
=
L=}
L=}

=]
-
[
=
2 1000
=
&
)
=
0
0.0 2.4 1,8 7.2 0.6 12,0 14.4
Ln(Ry+ 1)

2000
(c)

10004

Frequencia

4 1,8 7.2

Figura 40: Distribuigao de frequéncia do logaritmo natural do nimero de reprodugiao basica

Ry somado a unidade do modelo SIS com progressao de dois estdgios para a ferrugem do eucalipto

(sistema 39). (a), (b) e (c) sao os histogramas dos procedimentos 1, 4 e 9, respectivamente, de acordo

com a Tabela (14). Consideramos também v ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.
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Figura 41: Curva percentilica complementar do logaritmo natural do niimero de reproducao
bésica Ry somado a unidade para o modelo SIS com progressao de dois estdgios para a ferrugem
do eucalipto (sistema 39). Conforme a Tabela (14) P1, P2, ..., P9 sdo os procedimentos 1, 2, ..., 9,

respectivamente.. Consideramos também v ~ U(0;1). A linha vermelha representa Ry = 1.

4.6.3 Modelo Proposto 3: SIS com progressao de dois estagios modifi-

cado

Como nao é possivel encontrar a solugao do sistema (43) analitica-
mente, novamente usamos o método de Runge-Kutta de ordem média do software
MatLab para gerar alguns cenarios do modelo SIS com progressao em dois estagios
de doenga modificado (42).

Este modelo, ao observarmos as Figuras com os dados de campo (36,
37 e 38) e as dos cenéarios simulados (42), também é uma boa proposta para descrever
a ferrugem do eucalipto, porém nao temos os parametros definidos para cada local e
periodo de coleta das amostras.

Do mesmo modo, nao é possivel concluirmos se este ou o modelo an-
terior € o ideal, pois nao temos resultados de ajuste com os dados. Assim, deixamos

as analise para trabalhos futuros.
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Figura 42: Exemplos de curvas para o modelo SIS com progressao de dois estdgios de doenca
para a ferrugem do eucalipto modificado. (a) 51 = 0,0100, 82 = 0,0070, 1 = 0,0010, o = 0,0100,
~v1 = 0,9500 e v2 = 0,9500. (b) 51 = 0,0080, 52 = 0,0010, v; = 0,0100, v = 0,0100, v; = 0,9500 e
Y2 = 0,9500. (¢) #1 = 0,0040, 52 = 0,0100, 4 = 0,0010, v = 0,0050, v; = 0,9500 e y5 = 0,9500.

(d) By = 0,0070, B> = 0,0070, v = 0,0050, v5 = 0,0050, v; = 0,9000 e 72 = 0, 7000.



5 CONCLUSOES

Hoje o eucalipto possui importancia significativa tanto no mercado
nacional quanto internacional e, portanto, iniciativas que auxiliam na sua produc¢ao
sao imprescindiveis, especialmente o manejo integrado de doengas. Nosso foco é a
ferrugem do eucalipto, ja que é uma doenga muito comum e severa. Assim, buscamos
meios para um melhor entendimento do controle dessa doenga a partir das medidas
de campo.

Neste trabalho mostramos o efeito da incerteza no ntimero de re-
produgao bésica Ry de modelos epidemioldgicos por meio da simulacao de Monte
Carlo. Desta forma, verificamos a influéncia das taxas de transmissao de doenga no
padrao da distribuicao de probabilidade aproximada de Rj.

Para a descricao da dinamica da ferrugem do eucalipto, propomos trés
modelos. O primeiro, um SIS simples, obteve ajustes adequados aos dados de campo
pelo método dos minimos quadrados, considerando a imprecisao na coleta de dados.
Apresentamos também duas versoes distintas para o modelo SIS com progressao de
dois estagios de doenca, considerando modos distintos para a evolucao da infeccao.
Para estes, nao foi possivel realizar o ajuste devido a complexidade dos sistemas
dinamicos. Mas, por meio de cendrios simulados, usando o método de Runge-Kutta,
concluimos que o modelo é uma boa proposta para descrever a ferrugem do eucalipto.

Como proposta futura, visamos o estudo de novos modelos e métodos
de ajuste de curvas que possibilitem uma compreensao ainda maior do manejo e

controle de fitopatogenias.
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